Estatistica MAEG 2011/12
Exercicios Capitulo 5

1. Considere o modelo exponencial de média 1/, A > 0, i.e.,

fy | A) =Xexp(=Ay), y>0.

(a) Determine a informacao de Fisher sobre A contida numa observagao do modelo.

(b) Considere agora a parametrizacao alternativa g = 1/\. Determine a in-
formacao de Fisher sobre p contida numa observacao do modelo de duas for-
mas: directamente, e utilizando o resultado que a com relaciona a informagao
calculada na alinea anterior.

(¢) Determine a distribuicao a priori de Jeffreys para A. Trata-se de uma distri-
buicao imprépria?

(d) Suponha que dispoe de uma amostra casual de tamanho n proveniente do
modelo exponencial. Determine a distribuicao a posteriori de A associada a
distribuicao a priori de Jeffreys.

2. Uma variavel aleatéria Y segue a distribuicao de pareto se a sua funcao densidade
¢é da forma

f(y | a, b) = abay_(a+1)l(b,+oo) (y)

com a,b > 0.

(a) Mostre que a familia pareto é a familia conjugada natural do modelo estatistico
{U(0,0) : 0 > 0}.
(b) Assuma que z1, ..., x, corresponde ao valor observado de uma amostra casual

de tamanho n proveniente do modelo {U(0,6) : 6 > 0}. Usando uma dis-
tribuicao a prior: conjugada natural, determine a distribuicao a posteriori de

6.

(c¢) A distribuigdo a posteriori acima depende dos dados unicamente através do
maximo da amostra. Podia este facto ter sido antecipado? Porqué?

(d) Suponha que a informagao disponivel sobre # permite ao analista especificar
que o valor médio e a variancia a priori de 0 sao, respectivamente, m e v. Se-
leccione um membro da familia conjugada natural que reflicta esta informagao.

3. Diz-se que uma variavel aleatéria X segue uma distribuicao gama invertida, sim-
bolicamente, X ~ IG(a, 3) sse X =1/Y com Y ~ G(a, ), ou seja,

fry) = % y* " exp(—By) ., y>0

onde «, 3 > 0.

(a) Determine a funcao densidade de probabilidade de X se X ~ IG(«, ().

(b) Considere o modelo F = {N(0,02) : 0 > 0} e seja Wy, ..., W, uma amostra
casual de dimensao n dele proveniente.
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i. Determine a distribuicao a priori de Jeffreys para o nestas condigoes.

ii. Mostre que utilizando a distribui¢do a priori acima se tem o2 | wy, ..., w, ~

IG(n/2,> w?/2).

4. Diz-se que uma variavel aleatéria X segue uma distribuicao geométrica se, para
algum 6 € (0,1), a sua fungao probabilidade é da forma

fz]0)=01-60)"" 2=1273,...

Pode assumir sem demonstracao que E[X | 0] =1/60. Seja X1, ..., X,, uma amostra
casual proveniente de uma populagao geométrica de parametro 6.

(a) Mostre que a distribuicdo a priori de Jeffreys é 7n7(0) o< 671(1 — 0)71/2, 0 €
(0,1).

(b) Verifique que a distribuicao a posteriori de 6 associada a 7/ é tal que
0| z,...,0, ~Be(n,> x;—n+1/2).

(¢) Suponha que dispomos de uma moeda que, langada ao ar, fica com o lado
da coroa para cima com probabilidade 6. Dada a informacao contida em
x1,...,T,, determine uma estimativa da probabilidade de, num lancamento
futuro dessa moeda, independente das experiéncias anteriores, obtermos uma
coroa.

5. Seja X, ..., X, uma amostra casual proveniente do modelo Poisson de valor médio

A, A > 0.
(a) Mostre que se A ~ G(a,b), a,b > 0, entdo A | z1,...,z, ~ G(a +t,b+ n),
onde t = x;.

(b) Escreva a média a posteriori de A como uma combinacdo linear da média
amostral e da média a priori de A.

(c) O que acontece a média a posteriori de A quando n — +oo de tal forma que
Z se mantém constante? Interprete este fenémeno.

(d) Suponha que se pretende predizer uma varidvel aleatéria Y, independente de
Xi,..., X, dado A\, etal que Y | A ~ Ex()\). Determine a distribuicao preditiva
a posteriori de Y.

6. Considere o seguinte modelo estatistico para o par (X,Y):
Y| X =2z, A\~ Po(A\z) e X | A~ Ex(\)

Denote-se por (z1,y1), ..., (s, yn) a concretizagdo de uma amostra casual de di-
mensao n proveniente de tal modelo. Pretende-se implementar uma anélise bayesi-
ana do problema baseada na distribuigao a priori m(\) oc AL

(a) Mostre que 7(A) corresponde a distribuigao a priori de Jeffreys.

(b) Verifique que a estimativa de méxima verosimilhanga de A é dada por A =
(7 +1)/(21).



(c) Verifique que a média a posteriori e a estimativa de méaxima verosimilhanga
de A coincidem.

(d) Construa um intervalo de credibilidade central (1 — «) para A.

7. Seja Xq,...X,, uma amostra casual de tamanho n proveniente de uma populacao
X com funcao densidade de probabilidade dada por

2
f(x|9):0—2x, O<z<b
onde # > 0. Designe-se por x1, ..., x, a correspondente amostra observada. Pretende-
se implementar uma anéalise bayesiana destes dados.
(a) Considere que, a priori,
1
W(Q) X @ ](1,+oo)(0) .
Esta distribuicao a prior: corresponde a uma distribuicao prépria? Em caso

afirmativo, determine a correspondente constante de normalizacao.

(b) Assumindo a distribuigao a priori acima, mostre que
W(Q | L1y - 7'1771) = (2n + 1) (‘r(n) \% 1)2n+1 9—(271—}—2) ](x<n)\/1,+oo) (9)

onde x(,) designa o méximo da amostra e a V b = max{a, b}.

(¢) Mostre que

Tn) V 1 Tn) V 1
1 — a/2)1/@n+1) 7 (/2)1/(2n+1)
(1-a/2) (a/2)

corresponde a um intervalo de credibilidade central (1 — «) para 6.

Solucoes:

1.a) Ix(\) = A2 Db) () = w2 c) 7/ (A) oc A7, A > 0; imprépria d) X | & ~

2. b) 0| x~Pa(n+a,bVwy) ondeaVb=max{a,b} c) Sim, X, é suficiente para
0

3. a) fx(v) = p*/T(a) =@ exp(—z/a) b)i. 7/(0?)  1/0?
4. c) PY=1|x)=n/>_x; +1/2)

5. b) E[A| €] =n/(n+b) T+b/(n+b)a/bonde T é a média amostral e a/b corresponde
a média a priori de Ac) E]N | z] — zd) f(y|x)=(b+n)/(a+t—1) (b+n+
y)f(athfl)’ y > 0.

6. d) (Fl, (a/2)/(4 2,), F2t (1 - a/2)/(4 Y ), onde m = 2n(7 + 1)

7. a) propria, constante de normalizagao igual a 1.



