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O modelo de Black-Scholes

©

Modelo de Black-Scholes: 2 activos com dindmica:

dB (t) = rB (t) dt, (1)
dSt = lXStdt + O'Stth, (2)

onde r,x e 0 sao constantes.

©

B (t) é o preco de um activo sem risco (obrigacdo ou depdsito
bancario): é uma fun¢do determinista.

©

St € o processo de preco de um activo com risco (ac¢do ou indice): é
um processo estocastico.

o W/;: Movimento Browniano relativamente a medida de probabilidade
original P.
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O modelo de Black-Scholes

o r: taxa de juro sem risco ("short rate of interest").

o wa: taxa de rendibilidade média ("mean rate of return") do activo com
risco.

o o0: Volatilidade do activo com risco.

o A solucdo de (2) é o movimento Browniano geométrico:

S¢ = Sy exp ((oc — %(72) t—I—(TWt> .
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Derivados financeiros

o Consideremos um direito contingente ("contingent claim- exemplo,
um derivado financeiro) com payoff da forma:

x=2(5(7)). (3)

Assumimos que este derivado financeiro pode ser negociado no
mercado e que o seu processo de preco é da forma:

I1(t)=F(t,S:), te0,T], (4)

onde F é uma funcio diferencidvel de classe C12.
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Derivados financeiros

o Aplicando a férmula de It6 a (4), considerando (2), obtemos:

oF oF 1 0’F
wqasg::(m( St) +aSe=— (£, St) + %#a (,sg)dt

(UStgF (t 5t>> th
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Derivados financeiros

Ou seja:

F(£.S:) = F (0, 50) +/ ( 5)+AF(r,5,)>dr
—l—/ (aS — )) dw,,

of 1 5 ,0%f
Af(t,x)—axa—x( )—|— —0°x ] (t,x)

é o operador infinitesimal associado a difusdo S; com EDE (2).

onde
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Derivados financeiros

o Também podemos escrever:

dH(t) = 011 (t) tht+UH (t) thWt, (5)
onde
(?’a—’;‘ (£, St) +aSe2E (£, 5,) + 302 S22E (¢, st))
0'51-8—5 (t, St)
011 (t) — Fa(t St) (7)
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Portfolios

©

Portfolio (a¢, bt)
o a;: n° de acgdes ("n° of shares of stock") no portfolio no instante t.
o b;: n° de obrigagdes (ou niimero de unidades do activo sem risco).

o Se a; é negativo, entdo é porque temos posicdo curta em accdes
(acgdes vendidas "a descoberto")

o Se b; é negativo, entdo é porque temos posicdo curta no activo sem
risco (por exemplo, empréstimo contraido...)
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Portfolios

o Valor do portfolio no instante t:
V (t) = a;5; + b B:.

o Supde-se que o portfolio é autofinanciado,.isto &, que:
dV; = a;dS;: + b;dB;.

o Um portfolio auto-financiado é um portfolio no qual a variacdo do seu
valor é causada apenas pela variacdo do preco dos activos.
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Avaliacdo pelo principio de arbitragem

o Consideremos um portfolio com dois activos: o activo com risco
subjacente e o activo derivado. Sejam us (t) e ury (t) as quantidades
relativas de cada activo no portfolio (us (t) + ur (t) =1). A
dindmica do valor do portfolio (autofinanciado) é dada por:

dS
dV, = us (t) vt?’-“ + up (t) Vs
t

dIl;
IT,

Substituindo (2) e (5), obtemos

dVi = Vi [us (t) & + urg (t) aqp (t)] dt
+ V [us (t) o + urp (t) op1 ()] dWe.
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Avaliacdo pelo principio de arbitragem

o Vamos definir o portfolio (us (t), ury (t)) de forma a que a parte
estocdstica de dV; seja nula.

o Sejam us (t), urg (t) solugdes do sistema de equagdes lineares:

{ us (t) +ur (t) =1,
us (t) o+ ur (t) om (t) =

o Este sistema tem a solucio:

or1 (t)
t) = :
us (t) o (t) — o
—0
t) =
u (¢) o (t) — o
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Avaliacdo pelo principio de arbitragem
o Substituindo (7) nas expressdes, obtemos:

S:9E (¢, S)
SO (t,S) —F(t,S:)
—F (t,S;)
S:9(t,S)) — F(t.S:)

us (t) =
ury (t) =

o Com este portfolio, temos (valor do portfolio sem diferencial
estocastico):

dVi = Vi [us (t) o+ urp (t) arg (t)] dt.

o Principio de auséncia de arbitragem —>
us (t)a+ urp (t) arg (t) = r (10)
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Avaliacdo pelo principio de arbitragem - Modelo de
Black-Scholes

o Substituindo (6), (8) e (9) na condi¢do de n3o arbitragem (10),

obtemos
oF oF 1 50 0*F
o7 (6:50) 4 1Se= (8,5) + 50757 55 (. Se) — rF (¢, S¢) =

o Além disso, é claro que na maturidade ou data de vencimento do
derivado, temos

II(T)=F(T,S7)=®(S(T)) (11)
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Avaliacdo pelo principio de arbitragem - Modelo de
Black-Scholes

o Podemos portanto enunciar o teorema:

Teorema

(Eq. de Black-Scholes): Assuma que o mercado é especificado pelas egs.
(1)-(2) e que queremos avaliar um derivado com payoff da forma (3).
Entdo, a tnica fungdo de preco da forma (4) que é consistente com o

principio de auséncia de arbitragem é a solucdo F do seguinte problema de
valores na fronteira, definido no dominio [0, T| X R*:

oF oF 1 , ,0°F _
e (64 G (64 3L () —oF (620 =0, (12)

F(T,x)=®(x).

(ISEG) Cap. 8- Modelos dos mercados financeiros -

14 /17



Avaliacdo pelo principio de arbitragem - Modelo de
Black-Scholes

o Hipdteses consideradas anteriormente: Assumimos que o preco do
derivado é da forma IT(t) = F (t,S;) e que existe um mercado para
o derivado... para derivados negociados "over the counter"(OTC) n3o

é normalmente o caso...

o Para resolver este problema, veremos mais adiante como deduzir a
equacgdo (12) sem considerar estas hipdteses...
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Notas suplementares sobre arbitragem

o Uma oportunidade de arbitragem num mercado financeiro é um
portfolio autofinanciado h tal que:

v (0) =0,
VAI(T)>0 P-as.

o Uma oportunidade de arbitragem é uma possibilidade de "fazer
dinheiro"a partir do "nada"com probabilidade 1.

o Principio de auséncia de arbitragem: Dado um derivado com preco
IT(t), consideramos que I (t) é tal que ndo ha oportunidades de
arbitragem no mercado.
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Proposicao
Se um portfolio autofinanciado h é tal que o valor do portfolio tem
dindmica

dV" (t) = k (t) V" (t) dt,

onde k (t) é um processo adaptado, entdo temos que ter k (t) = r para
todo o t, ou existirdo oportunidades de arbitragem.
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