INSTITUTO SUPERIOR DE ECONOMIA E GESTAO, UTL
Matematica 1, 2011/2012 - 2° Semestre

Exame de Recurso, 28 de Junho de 2012 Duracao: 2 horas
Nome:
N°® de Aluno: Curso: Classificagao:

Parte I: Perguntas de escolha miltipla (60 pontos)
Cada resposta correcta vale 15 pontos e cada resposta incorrecta é penalizada em 5 pontos. A
cotagdo minima na primeira parte é de zero pontos.

1. Considere uma funcao f : [2,4] — R, diferencidvel, cujo gréfico estd esbogado na figura
abaixo. Qual das seguintes afirmagoes é falsa ?

[] Existe ¢ €]2, 4] tal que f'(c) = 2.

[ ] O méximo global é atingido num ponto estacionrio. 2
[Vl O minimo global ¢ atingido num ponto estacionario. 2 /
[] Existe ¢ €]2, 4] tal que f'(¢) = 0.

2. Suponha que pretende calcular a area a sombreado na figura. Qual dos integrais seguintes
corresponde ao valor pretendido ?

[] folxdm—f01x2dw
[] f (x — 2?) dx
‘1 X [] f 22 — ) dx
v f71 22 — 1) d:c+f01(x—a:2)dx

3. Seja f :[0,1] — [0,1] uma fungao invertivel no seu dominio e g a sua inversa. Entao:

L] fo)y=0 L] f ¢ continua [V f ¢ injectiva Llg()y=1/7(2)

4. Considere o sistema linear A7 = b em que A é uma matriz quadrada de ordem 3 e Z, b e R3.
Qual das seguintes afirmacéces é verdadeira 7

[ ] Ser(A) < r(A|b) o sistema tem vérias solucdes.
[V} Se r(A) = 3 o sistema é possivel e determinado.
[ ] Se |A] = 0 o sistema é possivel e indeterminado.
[ ] Se |A] =2 entdo |24] = 4.

15 pts

15 pts

15 pts

15 pts
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Parte II: Perguntas de desenvolvimento (140 pontos)
Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

1. Considere o sistema linear

2e—y+z=3
rT—y+z=2 a,beR.
3r—y—az=1>

(a) Classifique este sistema em fungao dos valores dos parametros a,b € R, indicando nos
casos adequados o nimero de graus de liberdade. (20 pts)

Solugao: Vamos proceder a condensacao da matriz aumentada:

2 -1 1|3 — 2 -1 1 3
1 -1 1 (2| Ly—3Ly [ 0 —1/2 1/2 1/2
-1 —a|b ) Ly—35L; \ 0 1/2 —a—3/2|b—9/2

— 2 -1 1 3
0 —-1/2 1/2 | 1/2
Ls+Ly \0O 0 —a—1|b—4

Uma vez que apenas foram realizadas operacoes elementares sobre as linhas da matriz
aumentada A|b, o sistema inicial é equivalente ao que obtivémos apés condensagao.
Assim:

e Se a # —1 entao r(A) = r(A|b) = 3, pelo que o sistema é possivel e determinado,

Vb eR.

eSea=—1eb# 4entao r(A) = 2,r(Alb) = 3 # r(A), pelo que o sistema é
impossivel.

eSea=—1eb=4entao r(A) = r(A|b) = 2 pelo que o sistema é possivel mas

indeterminado, com 3 — 2 = 1 graus de liberdade.

(b) Considere a = —2,b = 4 e determine z utilizando a regra da Cramer. (10 pts)

Solucao: Uma vez que o sistema dado é equivalente ao sistema condensado obtido na
alinea anterior, vamos usar este tultimo no célculo da solugao.

2 -1 3
0 —1/2 1/2
0 0 0
Zz = :7:0
2 -1 1 -1
0 —1/2 1/2
0 0 1

40 pts
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(c) Considere a matriz A dos coeficientes do sistema linear dado, no caso a = 0, e o vetor
coluna = (1 1 1)’. Calcule d(A¥,¥). (10 pts)

Solucao:
2 -1 1 1 2
Ay=1 1 -1 1 1 ]1=11
3 -1 0 1 2

dAG, ) =2 -1)2+(1-1)2+(2-1)2=V2.

2. Considere vetores 7,1, 2 € R" tais que T é ortogonal a i/ e a i/ + 2. Mostre que nesse caso

Z é ortogonal a 7.

10 pts
Solugao: Uma vez que Z 1 e que & L (§+ Z), sabemos que -y =0 e que Z- (§+2) = 0.
Deste modo
Z-Y+2)=0=2-y4+Z-Z2=0=>2-2=0,
=0
pelo que concluimos que ¥ L 2.
—ZL'3+:E2+1, x>0
3. Considere a fungao f(x) = , a,beR.
2
ax®+b, <0 50 pts

(a) Determine o dominio de f e discuta a sua continuidade, em funcao dos parametros
a,b € R.(10pts)

Solugao: As expressoes apresentadas para f nos casos x > 0 e x < 0 permitem sempre
calcular de forma tnica o respectivo valor, pelo que o dominio de f é R. Relativamente
a continuidade, a mesma estd assegurada para z < 0 (f é neste caso um polinémio) e
para z > 0 (f é também um polinémio). Resta verificar o que sucede quando = = 0.

lim f(z) = lim (=2 + 2% +1) =1 = £(0)

z—0F z—07t

lim f(z) = lim (az® +b) =b

z—0~ z—0~
Assim, a funcdo f serd continua em x = 0 e portanto em R se e sé se lim,_,o+ f(x) =
lim, ,o- f(z) = f(0). Em resumo, se b =1 (Va € R), f é continua em R e , se b # 1
(Va € R), f é continua em R\ {0}.
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(b) Considere a = b = 1 e, utilizando a definigao de derivada, mostre que x = 0 é um
ponto estacionario de f. (10 pts)

Solucao:
_ o321
£ = tim LSO mr A (g =0
z—0* z—0 z—0t x z—0t
_ 2. 1_
£(07) = lim F@=FO0) oy T HI=L s
z—0~ r—0 x—0~ x z—0~

Como verificdimos que f tem derivada a esquerda e a direita no ponto x = 0 e o seu
valor coincide, concluimos que f tem derivada no ponto zero e que f'(0) = 0, o que
significa que x = 0 é um ponto estacionario da funcao.

(c) Mostre que f tem exactamente uma raiz no intervalo |1, 2[.(10 pts)

Solugao: Como o intervalo ]1,2[ estd contido no primeiro ramo da fungao, podemos

usar a expressao f(r) = —x3 + 22+ 1. Observando que f é continua e que f(1)f(2) =
—3 < 0, o corolario do teorema do valor intermédio garante que existe pelo menos uma
raiz no intervalo ]1,2[. Além disso, como f’(x) = =322 +2x <0, x €]1,2[, a funcio

¢é estritamente decrescente nesse intervalo pelo que terd no maximo uma raiz. Destes
dois factos podemos concluir que f tem uma e uma sé raiz em |1, 2[.
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(d) Determine o maximo e minimo globais de f no intervalo [0,2]. (10 pts)

Solugao: Em primeiro lugar, tratando-se de uma funcao continua definida num in-
tervalo limitado e fechado, sabemos que tem méaximo e minimo globais no intervalo
em causa. Além disso, sendo uma funcao diferencidvel em 0, 2[, os extremantes po-
dem apenas ocorrer em pontos estacionarios no interior do intervalo ou em pontos da
fronteira do dominio. Neste intervalo podemos usar f(x) = —x3 + 22 + 1, pelo que os
pontos estacionarios serao solucoes da equagao

2
f'(:n):0<:>—3x2+2x:0<:>x(2—3z):O<:>x:O\/:B:§
Deste modo, os extremantes (incluindo os globais) sé podem ocorrer nos pontos x = 0,
r=2ouzx= % Como f(0) =1, f(2/3) = 31/27, f(2) = —3 concluimos que 0 maximo
global é 31/27 e o minimo global é —3.

(e) Determine a aproximagao quadratica de f em torno de x = 1 e utilize-a para obter
uma estimativa da raiz de f identificada na alinea c). (10 pts)

Solugao: A aproximacao quadratica de f em torno de x = 1 é dada por

Fa) ~ £ + £ -0+ L0 @12

Novamente, devemos usar o primeiro ramo da func¢ao. Substituindo f(1) =1, f/(1) =
—1, f”(1) = —4 temos que

fx)=~1—(x—1)—2(zx—1)* =3z — 22°.

Podemos obter uma estimativa da raiz de f aproximando-a por raizes da aproximacao
quadrética. Como 3z — 22 =0 < 2 = 0V x = 3/2, uma estimativa da raiz de f serd
3/2, a raiz da aproximagao quadratica que pertence ao intervalo |1, 2].
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4. Calcule:
a) / (x 4+ 1)sinzdz (10pts)
0
Solucao:

——

v u

/0(m+1)sm/:zdx:[—(:z+1)cos1:]0—/0 —cosx dx

=1+ 2+ [sinz]] =7 +2

1
b)/ (1+ 2%+ 2e**)de  (10pts)
0

Solugao:

5. Estude a natureza da série E (2z + 3)”+1 e, sempre que possivel, calcule a sua soma.
n>2
Solugao: Em primeiro lugar, calculando o quociente entre termos consecutivos, concluimos

que se trata de uma série geométrica de razao (2z+3). Deste modo, a série sera convergente
se e 86 se a razao for, em mddulo, inferior a 1. Ora,

Rr+3l<le -1<2r243<1le 4<2r< -2 -2<r< -1
s rel—-2,-1].

Assim, a série converge se e s6 se x €] — 2, —1[. Para esses valores de  podemos calcular a
soma da série, que é dada por

= 1—(2x+3) 2z 42
1 [
6. Calcule ou mostre que nao existe lim — tet dt.
Solugao:
1 [? fzzt tdt% (me tetdt), ( 2)/ 2 z2
e 0
lim — tel dt = lim 2——— zlimizlimw:lir%%z?’x =0

z—0 x 0 z—0 xT r—0 x

20 pts

10 pts

10 pts
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Pode utilizar o espago restante para concluir respostas que nao tenha sido possivel terminar
no espacgo reservado para o efeito. Nao se esquega de assinalar claramente as perguntas a

que dizem respeito.



