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1 Desenvolvimentos em série
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2 Cadeias de Markov

o FEquacdes de Chapman-Kolmogorov em forma matricial:

Pt — pMP™ e portanto P = P"

e Andlise baseada no primeiro passo:

Considere-se uma cadeia de Markov {X,} finita com estados n = 0,1,..., N, nu-
merados de tal modo que os primeiros r estados sejam transientes, sendo os restantes
r, ..., N estados absorventes. Seja U a probabilidade de absorg¢ao no estado k& quando
0 processo se inicia no estado ¢ (r <k < N; 0 <i<r).

r—1
Ui = Py, +ZPijUjk; para ¢ =0,1,...,r — 1.
§=0
Suponha-se que a cada estado transiente estd associada uma taxa ¢g(i), 7 =0,...,r—1.

Seja w; a taxa média até a absor¢do quando o processo se inicia no estado i,

r—1
w; :g(i)+ZPijwj, para 1 =0,1,...r — 1.
§=0

e Seja P uma matriz de probabilidades de transicao regular com espacgo dos estados
0,1,...,N. A distribuicdo limite w = (wg,71,...,7N) € a tnica solugdo ndo negativa
do sistema de equagoes



3 Processos de Poisson

e Num processo de Poisson nao homogéneo, a distribuicao do nimero de acontecimentos
ocorridos entre s e s+¢ tem distribuigao de Poisson com média dada por fss—s_t Au)du,
onde A(u) designa a fungdo de intensidade do processo.

e Seja {N(t);t > 0} um processo de Poisson homogéneo. Se,

N(t)

X(t)=3) Y
§=0

com Yy = 0 e {Yj};—12.. n@) uma sucessdo de v.a. ii.d. e independentes de N(t)
diz-se que {X(t);¢t > 0} ¢ um Processo de Poisson Composto.

A funcao caracteristica de X (t) é

PX(t) (s) = exp{At[py (s) — 1]}

onde ¢y (s) é a funcao caracteristica comum das v.a. Y; e A é a intensidade do processo
de Poisson.

Tem-se que
! E[X(1)] = ME[Y],

Var[X(t)] = ME[Y?],
pa[X ()] = ME[Y?].

4 Processo de nascimento
e Equagoes diferenciais, quando N(0) = 0:
Py(t) = e Mot
Po(t) = \y_je Mt /Ot TP, y(x)dr n=1,2,...

e Quando os parametros Ao, A\1,... sdo todos diferentes as equactes anteriores podem
ser resolvidas explicitamente, obtendo-se

P()(t) = ei)\Otv

_ 1 Aot 1 At
Pl(t)—)‘o(,\lf)\oe R v e 1)7

Po(t) =Xo ... An_1[Bone 0t + ... B, e ], paran > 1,

onde 1
Bon = oisxoy =)
B 1
Bk,n T (o= Ak) e Ae—1 = AR) A1 = Ak) - (An—Ak)? para b "
e

1
Mo —An) - (A1 — )

Bn,n =
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e Quando num processo de nascimento Ay = « + kS, para k = 0,1,..., obtem-se o

processo de Yule com imigragcao. Neste caso as equacoes anteriores podem ser simpli-
ficadas, obtendo-se

P.(t) = ( n+a/f-1 >e_at(1—e_’8t)n n=0,1,....

n
que corresponde a binomial negativa com parametros «/f e exp( — f5t).
Quando supomos que N(0) = ng as equagoes diferenciais sao

P/zo (t) = _Anopno (t)
P;l(t) = —Anpn(t) + )\nflpnfl(t) n > ng

Quando num processo de nascimento A\ = kB, para k = ng,ng + 1,..., em que ng
representa o tamanho da populagao no instante 0, obtem-se o processo de Furry- Yule.
Neste caso as equagoes diferenciais podem ser resolvidas explicitamente, obtendo-se

P’Il(t) - ( :—_T:LI-O > einoﬁt (1 - eiﬁt)nino = N, No + 17 e

Processo de nascimento e morte
Equacoes diferenciais progressivas:
Pii(t) = AjoPij1(t) — (Aj + py) Pij () + pj 1 P jia(t) § 21
Pio(t) = =XoPio(t) + py P (t)
sujeitas as condigdes iniciais P;;(0) = d;;.
Equacgoes diferenciais regressivas:
Pii(t) = piPie1(t) — (Ni + ) Pij (8) + AiPig (1) i =1
P (t) = =XoPo; (t) + Ao Pr;(t)

sujeitas as condigoes iniciais P;;(0) = d;;.

Distribui¢ao limite 7j, j = 0,1,...: Se >~ ) < 0o com
AOAL . AL
Og=1, 0;=""" >,
My - - [y
tem-se que

7Tj:0j7T0, j:0,1,2,...,

com



o Crescimento linear com imigragao Um processo de nascimento e morte é designado
por processo linear de crescimento com imigragao quando A\, = nA +a e u, = npy,
com A\, ;> 0. e a>0. Neste caso 7o = (1 — \/p)¥/* e

= ()2

e Modelos de Repara¢io N maquinas, M em funcionamento (com M < N), R capaci-
dade de reparacao. Cada mdquina, quando em funcionamento, funciona durante um
periodo aleatério exponencialmente distribuido com parametro p, até avariar. O tempo
de reparacgao de cada méaquina é exponencialmente distribuido com parametro .

X (t) - nimero de maquinas em boas condi¢oes em ¢. {X(t)} é um processo de nasci-
mento e morte com numero finito de estados com parametros

An = Amin{N —n, R}

t,, = pmin{n, M}.

A distribuigdo estaciondria toma formas simples nalguns casos particulares. Por ex-
emplo quando M = N = R, tem-se que

() )

que corresponde & distribuigao binomial.

e Filas de espera

— Modelo (M|M]|1)

T = <1—;> <2>j—(1—p)ﬁj, p=Ap

Lo~ P

L, = -2

Designando por T" o tempo de espera no sistema, no caso estacionério, com \ < p,
tem-se que T tem distribuicao exponencial com pardmetro p — A.

Designando por Tj; o tempo de espera na fila, no caso estaciondrio, com A < p,
tem-se que T, tem funcdo de distribuigdo 1 — pexp(—(n— A)t),t >0 .



— Modelo (M|M]|s)

o @hm <
’ (s°/s1)(0/s)mo j=>s
1,4 -t
— ¢ 0°
T = s
’ JZ::;J! s!(1—p)
p
Lq:ﬁs(l—p)”

com =\ pep=2~0]s.

Designando por T;; o tempo de espera na fila, no caso estaciondrio, com p < 1,

tem-se que Ty tem funcao de distribui¢do 1 — Wsli—p exp(—(sp—A)t), t>0.
e Caso de processos de nascimento e morte com o estado 0 absorvente (A9 = 0)
Seja u; a probabilidade de absorg¢ao no estado 0 quando o processso se inicia em i e

g = Fabat
D YPVIY

entao se Y .o, p; < +00 tem-se

2;21 Pi

Uy

IR
€ o0
- Zi:m Pi
m oo *
L+3 2200
Seja w; o tempo médio até & absorcao partindo de ¢. Quando Zfil p; = +oo e

Zfil 1/(Xip;) < 400 tem-se que
= 1

m—1 oo
wm:ZMPi—i_ZPk 2

i=1 k=1 j=k+1

1
Ajpj.

6 Martingalas a tempo discreto

Desigualdade de Kolmogorov para supermartingalas nao negativas: Seja {X,} uma super-

martingala ndo negativa (X,, > 0, Vn). Entdo para qualquer m positivo,

E[X
Pr{ max X, >m} < M.
0<n<co m



7 Movimento Browniano

Seja {B(t)}+>0 a ser um movimento Browniano standard.
Pr{T, <t} =2 (1 ) (x/\/i)) ,

com T, = min{r > 0: B(1) = z}.
Com M (t) = maxg<y<i B(u), tem-se

Pr{M(t) > x} = Pr{T, < t}.

Seja ¥(t,t+s) a probabilidade de que B(t) tome o valor zero pelo menos uma vez no intervalo

(t,t + s). Entao
2 t 2
I(t,t +s) = — arccos 4/ = % arctan /2.
s t+s w t

O movimento Browniano com parametro de deriva p e coeficiente de difusdo o
{W(t)}, com W(t) = ut + o B(¢).
Sendo Ty = min{t > 0; W(t) = a ou W(¢) = b}, tem-se:

2 ¢ 0 processo

B - exp(—2ux/0?) — exp(—2pa/o?)
Pr{W(Tu) = b|W(0) = «} exp(—2ub/o?) — exp(—2pa/o?)

{X(t)}+>0 ¢ um movimento Browniano geométrico, comegando em X (0), se

X(t) = X(0) exp Ka - ;(72) t+ oB(t)} .

No movimento Browniano geométrico:

E[X(t)] = X(0)exp(at)
Var[X(t)] = X(0)?exp(2at)exp(c?t —1)

Formula de Black-Scholes:

Ele™™(X; — K)T] = Xo®(oVt — @) — e "' K®(—a)

com a = (log(K/Xo) — put)/(cvt) e p =1 — a%/2, sendo r a taxa de juro, t a maturidade e
K o prego de exercicio.



8 Distribuigoes

Nome da Familia Fungao de Probabilidade Valor Funcao Geradora
Paramétrica de ou Fungao de Densidade Espago dos Esperado Variancia Momentos a, = E(X") de Momementos
Distribuigoes de Probabilidade Parametros pn=E(X) o? = E[(X — p)?] ou p, = E[(X — p)"] M(r) = E[e"X]
- f(i):<N>pqu_’ 0<p=<1 N
Binomial ® (g=1-p) Np Npq ps = Npg(q — p) (g + pe”)
rx=0,1,...,N N=12,...
e "\
T) = ”
Poisson f(@) x! A>0 A A g =X eMe" =D
rz=0,1,
a+x—1 o x
Binomial flz) = ( - >P q O<psl aq ag _alg+4d®) a —a
(eeati (g=1-p) — - 3= p* (1 —qe")
Negativa p2 p3
r=0,1,... a>0
@) 1 ) 0 r {mpar .
f(z) = a+b b—a e’ — e
Uniforme b—a —o0 < a<b< 4o ;_ % B, = (b—a) ﬁ
_  De h — a)r
a<zx<b > (r £ 1) r par
1w 0 r {mpar
T flz) = e 2 —oo < p < +00 2 11,2,2
Normal o2 o l; 0 n o W = o’ et T2
—oo <z <+ (r/2)127/2 T par
1 Inaz—p)?
_ 252 _ 1.2 2 2 1,252 =
Lognormal f(z) mg\/gﬂ—e > (<T ‘L>L g oo et tae e2nt2e” _ g2uto a, =e™t2 Nio existe
x>0
_ Ba —Bx _a—1 —a
Gama f@) = F(Dz)e v a>0 ™ o a, = —F(a +r) (1 B %)
rame B8>0 B B2 "7 BD(« ‘
x>0 B ( ) r<pg
Fx) = aB” B aB? o T(a—r1) 571
Pareto v (B + z)ott (5 ; 8 a—1 (o —2)(ax —1)2 " I'(«) ’ Nio existe
z >0 para a>1 para o > 2 para o > T




