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1. Considere um movimento Browniano B = {Bt, t ∈ [0, T ]}.
(a) Será que o processo X definido por

Xt = B3t − (3t+ 1)Bt

é uma martingala relativamente à filtração gerada pelo movimento Browniano? Em caso afir-
mativo, prove que é uma martingala. Em caso negativo, justifique.

(b) Seja Yt = exp
(
1
2 t
)

cos (Bt). Mostre que

Yt = E [Yt] +

∫ t

0
usdBs,

para um certo processo u. Determine o processo u e determine E [cos (Bt)] .

2. Considere o movimento Browniano d−dimensionalB = {Bt, t ∈ [0, T ]} comBt =
(
B
(1)
t , B

(2)
t , . . . , B

(d)
t

)
∈

Rd. Defina o processo

Yt = 2 exp

(
d∑
i=1

X
(i)
t

)
,

onde X(i)
t := kit + ciB

(i)
t e k1, k2, . . . , kd, c1, c2, . . . , cd são constantes. Mostre que Yt = C +

R
∫ t
0 Ysds+

∫ t
0 Ys (u·dB) , onde C, R e u = (u1, u2, . . . , ud) são constantes e · representa o produto

escalar. Determine estas constantes e determine qual a relação entre k1, k2, . . . , kd e c1, c2, . . . , cd
de forma a que o processo Y seja uma martingala.

3. Considere o movimento Browniano B = {Bt, t ∈ [0, T ]}
Seja X = {Xt, t ∈ [0, T ]} o processo estocástico que satisfaz X0 = 0 e a E. D. E.

dXt =
√(

a+X2
t

)
dBt com a > 0.

(a) Será que existe uma única solução forte para este problema de valor inicial? Justifique e
em caso afirmativo, calcule a variância de Xt.

(b) Seja f (u, t) = E
[
euXt

]
a função geradora de momentos deXt. Mostre que f (u, t) satisfaz

a E. D. P. (equação diferencial parcial) de 2a ordem

∂f (u, t)

∂t
=

1

2
u2
(
∂2f (u, t)

∂u2
+ af (u, t)

)
.

Assuma que os integrais estocásticos indefinidos são martingalas e que E
[
∂2f(u,t)
∂2u

]
= ∂2

∂2u
E [f (u, t)] .
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4. Considere o problema de valores na fronteira no domínio [0, T ]× R:

∂F

∂t
+ 5x

∂F

∂x
+ 8x2

∂2F

∂x2
= x2F (t, x) , t > 0, x ∈ R

F (T, x) = ln (1 + xn) , com n ≥ 2 par.

Determine uma representação estocástica para a solução deste problema, especifique qual o
operador infinitesimal da difusão associada, determine explicitamente este processo de difusão e
represente a solução da E.D.P.

5. Considere o modelo de Black-Scholes constituído por um activo com risco St e um activo
sem risco (por exemplo, conta bancária) Bt. Os activos St e Bt têm dinâmicas dadas, respecti-
vamente, pelas EDE’s

dSt = µSt dt+ σ St dW t e dBt = r Bt dt, com B0 = 1,

onde W é um movimento Browniano e t ∈ [0, T ].
(a) Determine o diferencial estocástico dXt do processo Xt := ln

(
Skt
)

+ tSnt (com 0 ≤ t ≤ T )
sob a medida Q (medida equivalente de martingala), considerando que n, k ≥ 2 e determine a
relação entre o movimento Browniano sob a medida Q e o movimento Browniano W (que é um
movimento Browniano sob a medida P).

(b) Determine o preço (na ausência de arbitragem) do direito contingente com payoff χ =
Φ (ST ) = max

{
C − ln

(
SkT
)
, 0
}
num instante t tal que 0 ≤ t < T , onde C é uma constante

positiva (preço de exercício). Nota: não calcule explicitamente o preço, represente-o apenas
como um integral sobre a densidade da distribuição normal conveniente.

6. Seja B = {Bt, t ≥ 0} um movimento Browniano. Considere a E. D. E.

dXt = b (t,Xt) dt+ σ (t,Xt) dBt,

X0 = Y

onde Y é uma variável aleatória. Defina-se a sucessão Z(n)t por recorrência, com Z
(0)
t = X0 e

Z
(n+1)
t = Y +

∫ t

0
b
(
s, Z(n)s

)
ds+

∫ t

0
σ
(
s, Z(n)s

)
dBs, com j = 1, 2, ....

Assuma que

E
[∣∣∣Z(n+1)t − Z(n)t

∣∣∣2] ≤ Cn+1tn+1

(n+ 1)!
.

Prove que a sucessão
{
Z
(n)
t

}
converge em média quadrática (i.e., em L2 (P)) para um limite Xt,

quando n→∞ e que tem uma subsucessão que converge pontualmente quase certamente (isto
é, Z(nk)t (ω)→ Xt (ω) para quase todo o ω ∈ Ω)

Sugestão: pode começar por provar que a sucessão
{
Z
(n)
t

}
é uma sucessão de Cauchy em

L2 (P).

Cotações: 1(a):2, (b):2, 2:2.25, 3(a):2.25, (b)2.5, 4:2.25, 5(a):2.25, (b):2.25, 6:2.25
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