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1. Considere um movimento Browniano B = {By,t € [0,T}.
(a) Mostre que o processo X definido por

t
Xt = tQBt - 2/ SBSdS
0

é uma martingala relativamente a filtragdo gerada pelo movimento Browniano.

(b) Serd que existem processos estocdsticos Y; adaptados a filtragdo gerada pelo movimento
Browniano e tais que E [Y;] = E[Yp] V¢ > 0 e que ndo sejam martingalas? Em caso afirmativo,
dé um exemplo concreto de um desses processos e mostre que nao é martingala.

2. Sejam X = {X;,t€[0,T]} e Y = {Yi,t € [0,T]} dois processos estocdsticos adaptados &
filtragao gerada pelo movimento Browniano B = {By,t € [0,T]}, progressivamente mensurdveis

e tais que | [fOT det} <oo, E [fOT det} < 00.

(a) Mostre que
T T T
cov ( XtdBt,/ Y%dBt> = / E [XtY;g] dt.
0 0 0

(Sugestao: talvez seja titil usar a identidade ab = 3 (a + b)? — $a® — 1b%).
(b) Se f(t) for uma fungdo deterministica, com f € L?[0,T], e se Y; = fo s) dBs, mostre
que

t
cov (Yz, Yiyn) = / f(s)*ds Yu>0.
0

3. Considere o movimento Browniano B = {By,t € [0,T]}
(a) Seja U = {U,t € [0,T]} o processo estocastico definido por
U; = €Bt (1 —|—t2) .
Defina X = {X;,t € [0,T]} como o processo com diferencial

dU,
dX; = —
=T
e tal que Xy = 1. Determine explicitamente o processo X.
(b) Considere a Equagao diferencial estocdstica (EDE)
dXy =1In (1 + X7) dt + sin(X;)dB;.

Xo= V2.



Mostre que existe uma tnica solugao (forte) para esta EDE.

4. Considere o problema de valores iniciais

ou 2
a—k’u+28 5, t>0,zeR
u(0,z) = f (),

onde f € C? (R) e k é uma constante.
Determine uma representagao estocdstica para a solucao deste problema, especifique qual o
operador infinitesimal da difusdo associada e mostre que a solugao pode ser representada por

_ 1 t (m - y)2
u(t,z) = ﬁek /Rf (y) exp (—8t> dy.

5. Considere o modelo de Black-Scholes constituido por um activo com risco S; e um activo sem
risco (exemplo conta bancéaria) B;. Os activos S; e By tém dindmicas dadas, respectivamente,
pelas EDE’s

dS; =pSidt+ oSy dWy e dBy =1 Bydt, com By =1,

onde W ¢ um movimento Browniano. Considere um direito contingente (derivado) da forma
B
x=®(Sr) = (%) onde 8 > 2 e Ty ¢ um instante tal que Ty < T'.
0
(a) Determine as equagoes diferenciais estocdsticas satisfeitas pelos processos Sy e Y; :=

B
(é%) (com Tp < t < T) sob a medida @ (medida equivalente de martingala) e especifique a
0

densidade associada & mudanca de medida de P para Q).

B
(b) Determine o prego (na auséncia de arbitragem) do direito contingente x = ® (St) =. (gTT)
0

num instante ¢ tal que Tp <t < T.

6. Seja B = {By,t > 0} um movimento Browniano. Considere uma sucessao de processos u" =
{u,;t € [0,T], n € N} que pertencem a L! ... Suponha ainda que a sucessao fOT (ul — us)2 ds
converge para 0 em probabilidade quando n — oo, com u € LLl1 T

Mostre que entao a sucessao de integrais estocédsticos fOT uldBs converge para fOT usdBs em

probabilidade quando n — oo.

Sugestoes:

1) Recorde que uma sucessao de varidveis aleatérias X,, converge para uma varidvel aleatéria
X em probabilidade se para qualquer £ > 0 temos que P [|X,, — X| >¢] - 0 quando n — co.

2) Use o resultado: se v € LCIL,T entao

T r T
P[/ deBs>k}§2+P[/ v?dszfr}
0 k 0

para qualquer r € QT (conjunto dos nimeros racionais positivos).




