Lista de Exercicios sobre equacoes e sistemas de equacoes

lineares e nao lineares

1. (EN 2011/2012) Considere a equagdo nao linear z* — 22? — 4z + 3 = 0.

(a)
(b)

()

Localize graficamente as solugoes reais desta equacao, determinando intervalos
de comprimento nao superior a 0.5 que as contenham.

Utilize o método da bissecao para calcular um valor aproximado da solucao
negativa da equacao, com erro inferior a 0.5 x 10™*, estimando previamente o
nimero de iteracoes necessarias para atingir esse nivel de precisao.

Utilize o método de Newton para determinar uma aproximacao da maior solucao
positiva da equacao, partindo da aproximacao inicial zo = 2.5. Sabendo que a
solucao exacta é z = 3, diga quantas iteragoes sao necessarias para atingir um
erro inferior a 0.5 x 10712,

Considerando a funcio iteradora g(z) = (2% — 222 + 3)/4 no intervalo [0, 1],
mostre que a menor solucao positiva da equacao pode ser determinada usando
o método do ponto fixo. Através desse método determine essa solugao com erro
inferior a 1077.

2. (Prova Modelo 2011/2012) Considere a equagao nao linear

(a)
(b)

()

(d)

2 +0.552 — 1.55 = 0.

Localize graficamente as duas solucoes reais desta equagao, determinando inter-
valos de comprimento nao superior a 0.5 que as contenham.

Utilize o método da bicessao para calcular um valor aproximado da solucao
negativa da equacao, com erro inferior a 0.5 x 107%, estimando previamente o
nimero de iteracoes necessarias para atingir esse nivel de precisao.

Utilize o método de Newton para determinar uma aproximacao da solugao pos-
itiva da equagao, partindo da aproximacgao inicial xg = 2.0. Sabendo que a
solugao exacta ¢ z = 1, diga quantas iteracoes sao necessarias para atingir um
erro inferior a 0.5 x 1072,

Mostre que as solugdes da equacao dada sdo pontos fixos da funcao g(x) =
2(1.55 — z*), mas que o método do ponto fixo ndo converge para nenhuma das
solugoes.

3. (ER 2011 / 2012) Considere a equagao nao linear e* — 4z = 0.



(a) Localize graficamente as solugdes desta equagdo, determinando intervalos de
comprimento nao superior a 0.5 que as contenham.

(b) Utilize o método da bicessao para calcular um valor aproximado das solugoes
da equacao, com erro inferior a 0.5 x 10~7, estimando previamente o nimero de
iteracoes necessarias para atingir esse nivel de precisao.

(c) Utilize o método de Newton para determinar uma aproximacao da maior solugao
da equacao, com erro inferior a 0.5 x 1072, Mostre de modo experimental que
existe * € R tal que se a aproximacao inicial xy for: i) inferior a z*, o método
de Newton converge para a menor raiz da equagao; ii) se g > =* o método de
Newton converge para a maior raiz da equacao.

(d) Considerando a funcao iteradora g(z) = e*/4 no intervalo [0, 1/2], mostre que
a menor solucao positiva da equagao pode ser determinada usando o método
do ponto fixo. Através desse método determine a solu¢ao com erro inferior a
0.5 x 107%. Poderd a mesma fungao iteradora ser usada no intervalo [2, 3] para
aproximar a maior solu¢ao da equacao ? Em caso negativo, proponha outra
fungao g(x) que permita resolver o problema.

. (EN 2011/2012) Considere o sistema linear, de 3 equagdes a 3 incdgnitas, Az = b
em que

2 1 1/2 100
A=[1 2 1|, b=]1
12 1 2 0.1

(a) Seja & a solugao do sistema se considerarmos um segundo membro b = (101, 1.1, 0.2).
Calcule o nimero de condi¢do da matriz A na norma || - ||« e, sem resolver o

sistema, estime a percentagem de erro cometida ao usar b em vez de b.

(b) Mostre que o método de Gauss-Seidel converge e utilize-o para calcular x e
& com erro inferior a 0.5 x 1078, Calcule || — &|/oo/]||/oo, compare com a
estimativa obtida na alinea anterior e comente.

. (ER 2011/2012) Considere o sistema linear, de 4 equagoes a 4 incdgnitas, Az = b
em que

10 4 0 0 1
4 10 4 0 1
A=10o 4 10 4| b=1,
0 0 4 « 1



(a) Seja & asolugao do sistema se considerarmos um segundo membro b= (1,1,1,1).
Considerando o = 10, calcule o nimero de condigao da matriz A na norma |- ||
e, sem resolver o sistema, estime a percentagem de erro cometida ao usar b em
vez de b.

(b) Ainda com a = 10, mostre que o método de Jacobi converge e utilize-o para
calcular & com erro inferior a 0.5 x 1075,

(c) Para que valores de « é possivel garantir a convergéncia do método de Jacobi?
Serd possivel encontrar valores de o para os quais o método seja efectivamente
divergente 7 Quais ?

. (Prova Modelo 2011 / 2012) Considere o sistema linear, de n equagoes a n incégnitas,
Ax = b, em que a matriz A é tridiagonal, com a estrutura seguinte:

4 1

1 4 1

o1

1 4

(a) Suponha que em vez do vetor b dispomos apenas de uma sua aproximacao,
digamos b, afetado de um erro nao superior a 10%. Sabendo que ||[A™!| < 0.5,

discuta qual a da percentagem de erro que afectara a solugao do sistema, mesmo
que este seja resolvido de forma exata.

(b) Mostre que o método de Jacobi converge e, considerando b = (1,1,1---1)T,
utilize-o para determinar a solucao do sistema com erro inferior a 0.5 x 1073,
(Se ndo conseguir determinar a priori o nimero de iteragdes a realizar, explicite
pelo menos o critério de paragem utilizado)

. Considere a equacao sinx — e * = 0.

(a) Prove que esta equac@o tem uma raiz z € [0.5,0.7].

(b) Efectue uma iteragao pelo método da bissecgdo e indique um novo intervalo
que contenha z.

(c) determine o numero m de iteragdes necessarias para garantir que |z — x,,| <
1076,

. Pretende-se calcular a raiz ctubica de um nimero real a > 0. Para isso utilizou-se o
método iterativo dado pela férmula



223 +a

Tn+1 = 3 22
n

(a) Explique como foi obtida esta férmula.

(b) Justifique que o método converge, qualquer que seja a aproximagao inicial
xg > 0. Para que valores de zy a convergéncia é monoétona?

9. Seja f(z) =23 —2? —x — 1.

(a) Prove que a equagao f(z) = 0 nao tem raizes negativas.

(b) a equacao f(z) = 0 tem apenas uma raiz real z no intervalo [1.5, 2]. Utilize o
método de Newton para obter uma aproximacao da raiz.

10. Pretende-se determinar, usando o método de Newton, a maior das duas raizes pos-
itivas da equagao

— 2+ ldr—1—€"=0

(a) Mostre que se zg for escolhido no intervalo [2.6, 3], estao asseguradas as condigoes
de convergéncia do método.

(b) Calcule a raiz referida com erro inferior a 107°.

11. Mostre que a equacao

Inz—(z-2)%=0

tem exactamente duas raizes reais distintas e indique, para cada uma delas, um
intervalo (de comprimento nao superior a 2) que a contenha (sem conter a outra).
Se pretendesse utilizar o método de Newton para calcular a raiz mais pequena, diga,
justificando, qual (ou quais) dos seguintes valores poderia usar como aproximagcao
inicial: zg =2.1; xg =2.5;0uxg =147

12. Pretende-se resolver a equacao

sinr —x+1=0



(a) Prove que esta esta equagao tem uma e uma s6 solugao z > 0.

(b) Mostre que a sucessao z,4; = sinxz, + 1 converge para a raiz z, qualquer que
seja xg € [5,2].

(c¢) Partindo da aproximacao inicial zq = 2, calcule 25 e determine um majorante
para o erro |z — .

(d) Estime teoricamente o nimero de iteragdes necessdrias para obter uma aprox-
imacao com erro inferior a 107, Determine uma aproximacao x, da solucio
para a qual se tenha |z, — x, 1| < 107® e compare o ntimero de iteragoes
realizadas com a estimativa tedrica.

13. Considere a equacao 3z2 — e = 0.

(a) Localize graficamente as raizes da equagao e indique intervalos de comprimento
unitario que as contenham.

(b) Considere as seguintes sucessoes

erm
3
Mostre que é possivel obter aproximacoes das raizes positivas da equacao, us-

ando, para cada raiz, uma destas sucessoes. Indique em cada caso um intervalo
onde podera ser escolhida a iterada inicial xg.

(Sl) Tmy1 = (52) Tm41 = 1H(3 x’IQ’)’L)

(c) Efectue duas iteragoes usando a sucessao (S1) com xy = 1. estime o nimero
de algarismos significativos da aproximagao obtida.

(d) Sera possivel usar (S1) para aproximar a maior raiz positiva da equacao? E
poderd usar (S2) para aproximar a menor raiz positiva 7

14. Considere o problema de cdlculo das raizes do polinémio p(z) = 23 — 4z + 1.

(a) Mostre que o polinémio tem trés raizes reais z; < zs < z3 tais que
5 € [-2.2,-2.0], 2 €[0.1,0.3], 2z € [L8,2.0]

(b) Mostre que o método do ponto fixo com funcdo iteradora g (z) = (4o — 1)/3
converge para zj, qualquer que seja x, € [—2.2, —2.0].

(c) Obtenha um valor aproximado de z; com um erro absoluto inferior a 107°.

(d) Mostre que o m+-etodo do ponto fixo com fungao iteradora g;(x) pode ser usado
para calcular a raiz z3, mas nao a raiz 2s.



(¢) Mostre que o método do ponto fixo com funcao iteradora go(z) = (2* + 1)
pode ser utilizado para calcular a raiz z9, mas nao qualquer uma das outras
raizes.

(f) Mostre que o método do ponto fixo com funcao iteradora

4 1
g3(v)=———, x#0
(0)=>-,
pode ser utilizado para calcular a raiz z3, mas nao qualquer uma das outras
raizes.

(g) Mostre que o método de Newton, com aproximagao inicial z¢ € [0.1,0.3], con-
verge para z;. Obtenha uma aproximacao de 2z, com erro absoluto inferior a
105,

15. Considere o sistema nao linear

T yczs:c - 0
1-2y+jz—1 = 0
(a) Mostre que existe uma tunica solugao deste sistema no conjunto [0, 1] x [1,2].

(b) Utilizando o método do ponto fixo, determine uma aproximacio =™ da solucao
que verifique ||z — 2|5 < 0.0005

16. Considere as linhas de R? definidas pelas equacoes
x + 3logyx -2 =0
222 — zy — br = —1

Suponha que Py = (3.4, 2.2) é uma aproximagao do ponto P onde as duas linhas se
intersetam. utilize o método de newton para determinar uma aproximacao x("*+!
(de P) que verifique

|z — 2™ < 0.005

17. Considere o sistema de equagoes nao lineares

x1 + cos(zyzazs) = 1
(1 —2)Y*40.0522 — 0.1525 = 1
—LL’% - Oll’% + OOLTQ +x3 = 1

(a) Escreva o sistema de equagbes lineares que lhe permite calcular a primeira
iterada (M por aplicacdo do método de Newton generalizado.



(b) Podera escolher #(?) = (000)? Calcule ") a partir do vector inicial (073).

(c¢) Reescreva o sistema dado na forma x = F'(x) e defina o correspondente método
iterativo x,.; = F(x,). Usando como ponto inicial o ") obtido na alinea
anterior, efetua duas iteracao deste método.

18. Para combater um virus que infectou um grupo de individuos vai ser administrado
um composto quimico sintetizado com base em quatro substancias elementares 57,
Sy, S3 e Sy. Sabe-se que se forem administrados o miligramas de composto a cada
individuo, a concentragao em (mg/litro) de cada uma das substancias elementares
na circulagdo sanguinea é dada implicitamente (para a € [0,5]) pelo sistema de
equacoes

1621 — cos(av (z2 — 2x1)) =0

1625 + 0.75sin (o (—x3 — 3x1)) =0
1623 — cos(a (x4 — 2x3)) =0

16x4 — 0.75sin (2az3) =0

a) Utilizando o teorema do ponto fixo num conjunto adequado, mostre que o
sistema tem uma e uma sé solucao z € R*. Obtenha essa solucao, para diversos
valores de o, com um erro inferior a 0.5 x 107%, medido na norma || - || .

b) Trace gréficos aproximados da concentragao de cada uma das substancias ele-
mentares xy, To, T3 € T4 para a pertencente ao intervalo [0, 5].

c) Sabe-se que a substancia Sy é bastante nociva se a sua concentragdo na cir-
culagdo sanguinea for superior a 0.05 mg/litro. Pretende-se administrar a
maxima quantidade a de forma que a concentracao na corrente sanguinea da
substancia Sy, i.e. 3, ndo exceda 0.03 mg/litro, o que corresponde a consid-
erar uma margem de seguranca. Proponha uma valor para a concentracao o



