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Férmula de Taylor

Teorema

Seja D C R™ um conjunto aberto, a e a + h pontos de D tais que
o segmento |a,a + h| C D, p um inteiro positivo e f : D — R
uma funcdo de classe CP? em D.

Entéo existe 6 €]0, 1] tal que:

fla+h)=f(a)+ f'(a)h + %f”(a)}ﬂ 4ot

FPD(a)hP~t + l'f(p)(a + 6h)hP.
p:

(p— 1!

Observacao

Dado que f € de classe C? num aberto que contém a, o resto
pode assumir a forma R,(h) = if(p)(a)hp + o(||h|[P).
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Extremos

Definicao
Seja f : D CR™ — R. Dizemos que a € D é um maximizante
(resp. minimizante) absoluto ou global de f se

f(x) < f(a),Yx € D (resp. f(x) > f(a),Vx € D)

Ao valor de f(a) chamamos mdximo (resp. minimo) absoluto de f
em D.

Definicao

Nas mesmas condicées da definicdo anterior, um ponto a € D
diz-se um extremaste (maximizaste ou minimizante) relativo ou
local de f se for extremaste global nalgum conjunto aberto que o
contenha. O valor de f(a) € designado por extremo (maximo ou
minimo) relativo de f.
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Condicao necessdria de extremante

Teorema
Seja f: D CR™ — R. Se f € diferencidvel em a € intD e f(a) é
um extremo (local) de f entdo tem-se

of
€ 5@ =

Definicao

Os pontos a que verifiquem a condicdo V f(a) = 0 sdo designados
pontos criticos, pontos estacionarios ou pontos de
estacionaridade de f.

Definicao
Os pontos criticos que ndo sejam extremantes sdo designados
pontos sela.
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Exemplo

O dnico ponto critico de f(x,y) = 2% + y? é o ponto (0,0). Como
f(0,0) =0 e f(z,y) > 0,Vz,y concluimos que 0 é minimo global
de f.

Exemplo

O tnico ponto critico de f(x,y) = —x* —y* é o ponto (0,0).

x’
Como f(0,0) =0 e f(x,y) <0,Vx,y concluimos que 0 é maximo
global de f.

Exemplo

O dnico ponto critico de f(x,y) = 23 + y> é o ponto (0,0). Como
f£(0,0) = 0 mas em qualquer vizinhanca desse ponto a funcdo
assume valores maiores e menores que 0, o ponto € um ponto de
sela (ndo é maximizante nem minimizante).
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Caracterizacao dos extremantes de funcoes continuas

Teorema
Seja f : D CR™ — R uma fungdo continua. Ent3o os extremantes
de f apenas podem ser:

@ Pontos criticos de f no interior de D.

® Pontos da fronteira de D.

©® Pontos onde f ndo seja diferencidvel.

N
DR
R
N
\\‘\\\\:\\\:\:\\\
MR
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Classificacdo de ponto criticos

Teorema (Critérios de segunda ordem)

Seja f : D CR" — R de classe C?> em D, a € intD um ponto

critico e Hy(a) a matriz Hesseana no ponto a. Entdo
Se H(a) for definida positiva, a € um minimizante local.
Se H(a) for definida negativa, a é um maximizante local.
Se H(a) for indefinida, a € um ponto de sela.

Se a for maximizante H(a) € definida ou semidefinida
negativa.

Se a for minimizante H(a) definida ou semidefinida positiva.

Se H(a) for semidefinida nada se pode concluir.
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Uma matriz A € R™" "™ djz-se:

Definida positiva se €T A x > 0,Vx # 0.
Definida negativa se xT A & < 0,Vx # 0.

Semidefinida positiva se £ A & > 0,V mas existe y # 0 tal
quey’ Ay =0.

Semidefinida positiva se xT A x < 0,Vx mas existe y # 0 tal
queyT Ay =0.

Indefinida se existem x,y € R” tais que xT A x >0 e

yT Ay < 0.
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Teorema (Classificagdo através de valores préprios)

Seja A € R™ ™ uma matriz simétrica com com valores préprios
A, Ao, -+, A\, € R. Entdo a matriz A é
definida positiva se e s6 se A; > 0,i=1,---n.
definida negativa se e sé se A; < 0,i =1,---n.
semidefinida positiva se e sé se \; > 0,i =1,---n e pelo
menos um deles é nulo.
semidefinida negativa se e s6é se \; < 0,i=1,---n e pelo
menos um deles € nulo.

indefinida se e s6 se existem valores proprios de sinais
diferentes.
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Seja A € R™™ ™ uma matriz simétrica e A1,A9,--- , A, €R a sua
cadeia de determinantes dos menores principais. Ent3o:

@ SelAy >0,A2>0,---,A, >0 entdo A € definida positiva.
® Se A <0,A9 >0,---,(—1)"A,, > 0 entdo A é definida

positiva.
® Se A, # 0 e nio se verifica (1) nem (2) entdo A € indefinida.

O Nio se verificando nenhuma das hipdteses anteriores, A pode
ser indefinida ou semidefinida.
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N Exemplo

Exemplo
Determinar os extremantes de

f(x,y)=333y2(6—x—y), l’>0,y>0

Como f é diferencidvel no conjunto aberto
D = {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0} os extremantes, a existirem,
serao pontos criticos de f.

=0 32226 —x —y) —23y? =0
- -
=0 2yx3(6 —x —y) — 2%y? =0
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 Exemplo (cont.)

2?y?(18 =3z — 3y —x) =0
-
yr3(12 =22 — 2y —y) =0
y=20 18 —4x -3y =0
V =
12-22 -3y =0

y=20 z=3
V V
yeR zeR y=2

Assim, o Unico ponto critico de f no conjunto D é o ponto (3,2).
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0 Exemplo(cont.)

Para classificar este ponto critico vamos estudar o comportamento
da matriz Hesseana. Neste caso,

(—1222y? — 62y3 + 362y?)  (—8z3y — 92%y? + 3622y)
H(xv y) =
(1223 — 22* — 623y)
—144 —-108
=H(3,2) =
—108 —162

Uma vez que A; = —144 < 0 e Ay = 11644 > 0, concluimos que
H(3,2) é definida negativa e por isso (3,2) é maximizante local de

f.
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Critérios de ordem superior

Tal como em R, nos casos em que os critérios de ordem dois nao
sdo conclusivos, pode ser Util considerar critérios de ordem mais
elevada.

Teorema

Sejam f: D CR™ — R uma fungdo de classe CP(D), a € intD e
p € N tais que:

f/(a') = 07" : ’f(p—l)(a) = va(p)(a) 7é 0

fla+h)—fla)= ;f(”)(a)hp +o([[R[?)

Isto é, para h suficientemente pequeno, o sinal dos acréscimos é
determinado pelo sinal de f()(a)h?.
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Critérios de ordem superior (cont.)

Nas condicées do teorema anterior podemos afirmar que:
1. Se P for impar, a n3o é extremante local (trata-se de um
ponto de sela).

2. Se p for par e se

a) f®(a)h? é positivo para todos os h # 0 (forma de grau p
definida positiva), entdo a é ponto de minimo local;

b) f®)(a)hP é negativo para todos os h # 0 (forma de grau p
definida negativa), entdo a é ponto de maximo local;

c) f®)(a)hP é positivo para certos h # 0 e negativo para outros
(forma de grau p indefinida), entdo a n3o é extremante local
(ponto de sela);
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Critérios de ordem superior (cont.)

d) f®(a)h? > 0 mas existem hg # 0 constituindo direccdes
singulares, isto é, tais que f®)(a)hf = 0 (forma de grau p
semidefinida positiva), entdo

dl) se existir uma direc¢do singular, ho # 0, para a qual a ordem
m do primeiro dos diferenciais que n3o se anulam em hg
(m > n) ou é impar ou, no caso de ser par, f™ (a)hJ* < 0,
entdo a ndo é extremante local (ponto de sela);

d2) se, qualquer que seja a direc¢do singular, hg #, a ordem m do
primeiro dos diferenciais que n3o se anulam em hg (p > n) é
par e, além disso, f(m)(a)h{)" > 0, entdo nada se conclui
(podendo o caso ser esclarecido por um estudo directo);
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Critérios de ordem superior (cont.)

e) f®(a)h? <0 mas existem hgy # 0 constituindo direccdes
singulares, isto é, tais que f®)(a)hf = 0 (forma de grau p
semidefinida negativa), entdo

el) se existir uma direc¢do singular, ho # 0, para a qual a ordem
m do primeiro dos diferenciais que n3o se anulam em hg
(m > n) ou é impar ou, no caso de ser par, f"™ (a)hJ* > 0,
entdo a ndo é extremante local (ponto de sela);

e2) se, qualquer que seja a direc¢do singular, hg #, a ordem m do
primeiro dos diferenciais que n3o se anulam em hg (p > n) é
par e, além disso, f(m)(a)h{)" < 0, ent3o nada se conclui
(podendo o caso ser esclarecido por um estudo directo);
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M Exemplo

Determinemos os extremantes da funcio
f(z,y) = z* 4 3y* — 2(z + 3y)?
(1) Determinagdo dos pontos criticos de f:
=0 4a% — 4(x + 3y) =0

12y —12(z +3y) =0

r=y
-
—(x+3y)=0 Y3 — 4y =0

Entdo os pontos criticos sdo (0,0),(2,2) e (-2, —2).
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(2) Classificacdo dos pontos criticos:
A matriz hessiana é

1222 — 4 —12

H(x,y) =
—12 36y — 36

(2 i)Nos pontos (2,2) e (—2,—2) a cadeia de menores é A = 44
e Ay = 4608 e, portanto, f”(2,2) e f""(—2,—2) sdo ambas formas
quadréticas definidas positivas. Entdo, estamos no caso 2.b) do
teorema, podendo concluir-se que (2,2) e (=2, —2) sdo
minimizantes locais de f.
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(2 ii) Ponto (0,0).

No ponto (0,0), os valores préprios sdo A\ = —40 e A\ = 0, pelo
que H(0,0) é semidefinida negativa e, portanto, ndo se pode ainda
tirar uma conclus3o.

Procuremos as direcgdes singulares. Seja h = (h1, h2). A expressdo

2 2
o°f i
e el 8 py (O 0)h1h2+

= — 4 x h? — 24h1hy — 36 x h3
= —4(hy + 3h2)* < 0,

2
o°f 2
5,2 (0:0)13

£7(0,0)h% =22 (0,0)h2 +

mostra que D?f(0,0) é semidefinida negativa, anulando-se na
direc¢do singular hy = (h1, ha) em que hy = —3hsy. Entdo estamos
no caso 2.e) do teorema, mas ha que averiguar se estamos em (e;)
ou (e2).
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Vejamos entdo qual a expressdo de f"/(0,0) ao longo da direccdo
singular hg = (—3ha, ha). Ora,

3
g J;( 0,0)(—3h2)® + 3

o3f
dx0y?

03 f
0x20y (o,

£"(0,0)(=3hz, hy) 0)(—3h2)2hy

o f

75 0003

+3-—-25(0,0)(—3h2)ho? +

=0

Uma vez que todas as derivadas parciais de terceira ordem no
ponto (0,0) sdo nulas, ainda nada se pode concluir. Passemos
entdo ao estudo do sinal de f*)(0,0) ao longo da direccio singular
h() = (—3h2, hg). Tem—se,

F@(0,0)(=3hg, hy) = 24(—3hy)* + 72ho* > 0,  se hy # 0,

Assim, verifica-se o caso (e1), pelo que (0,0) ndo é extremante
local, é ponto de sela.
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Numeros Complexos

SURE. BUT WHERE IS HE?
WHY CAN'T ANYONE
HE'S RISHT HERE! ELSE SEE YOU?

SO

HEY YDIJ GUYS WANT TO
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"Timeline"”

Brahmagupta escreve Khandakhadyaka, onde resolve equagdes
quadrdticas em que permite a existéncia de solu¢des negativas.
Girolamo Cardano publica Ars Magna, onde descreve a
solucdo geral de equacgdes do terceiro grau. Usa nlimeros
complexos enquanto férmulas de calculo para encontrar todas
as solug¢des (mesmo as reais).

Rafael Bombelli publica Algebra. Usa raizes quadradas de
nlimeros negativos.

Descartes usa pela primeira vez o termo " niimeros
imaginarios” .

John Wallis desenvolve a representacao geométrica de
ndmeros complexos (J.R. Argand, 1806 ...).

Euler publica Introductio in analysin infinitorum, onde
apresenta desenvolvimentos em série para e”, senx, cosT e
deduz a férmula €™ = cos  + isen z.
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" Timeline” (cont.)

1777. Euler consagra o simbolo i = y/—1 e escreve a famosa
férmula €™ 4+ 1 = 0, que envolve algumas das mais
importantes constantes matematicas.

Augustin-Louis Cauchy desenvolve a primeira teoria
consistente de fungdes de varidvel complexa.

De Morgan escreve a obra Trigonometry and Double Algebra,

onde relaciona as regras operatdrias para nimeros reais e
complexos.

Hamilton, na obra Theory of Algebraic Couples descreve a
dlgebra dos niimeros complexos como a algebra dos pares
T + 1y.

A partir dai os niimeros complexos e a andlise complexa
assumem o aspecto que hoje conhecemos, com importantes
aplicacdes as equacgoes algébricas, equagdes diferenciais,
mecanica, electromagnetismo, electrénica, etc.
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Nimeros Complexos

Defini¢do (Corpo dos ndmeros complexos)

Designaremos por conjunto dos nimeros complexos, C, o conjunto
R? dos pares ordenados, munido das operacdes de soma (+) e
produto (-) definidas por

® (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d)
® (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be)
O triplo (C,+,-) possui uma estrutura de corpo.

Designando i = (0, 1) e identificando cada (a,0) com o nimero
real a, podemos escrever C = {a +ib: a,b € R}. Nesse caso os
nimeros a e b sdo designados por Parte Real e Parte Imaginaria,
respectivamente. Considerando um complexo genérico, z = a + bi,
escrevemos

Rez=a , Imz=0.
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A soma e produto de niimeros complexos na forma a + bi podem
ser realizadas segundo as mesmas regras do produto e soma em R,
tendo em conta que i> = —1.

(344i) - (2—1) =3 x 2+ 3 x (—i) + (4i) x 2+ (43) x (—i)
6 — 3i + 8i — 442
6 —3i+8 +4=10+5i
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Plano de Argand: Forma Cartesiana e forma polar

Os niimeros complexos s3o identificaveis com pontos de R2.
Quando representamos niimeros complexos no plano, este é
designado Plano de Argand.

(0,b)=bi i i z=rcosf +irsng

@, Oiza

z=a+bi z=rcosf +irsend
Forma cartesiana Forma polar
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Ao niimero r € IR{aL chamamos médulo do niimero complexo z
tem-se

2| = Va? + b2

Ao niimero # € R chamamos argumento de z e tem-se

arctan(b/a) sea>0

/2 sea=0Ab>0
7+ arctan(b/a) se a <0
—m/2 sea=0Ab<0

arg z =

Para representar um nimero complexo na forma polar usamos a
notacao

re? .= rcos@ + irsen @
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lgualdade de nimeros complexos

Sejam z1, z9 € C cujas formas cartesianas e polares sdo

z1 = a1 +iby, 29 =as+ibsy

01 02
3 .

z1 = 1€t 29 = r9€’

=ay A by =by
A 01 =0+ 2k k € Z.
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Complexo conjugado

Definicao
Sendo z = a + bi, o seu complexo conjugado € o nimero
complexo

zZ=a—b

S3o vilidas as seguintes propriedades:
i0

2=re? = 7 =re”
21t 20 =717

2122 =21"22

z-Z=|z|?
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N Propriedades do médulo

Para quaisquer z,w € C temos
®|z]>0e|z|=0seesésez=0.
0 |zw| = |z][w].

O |z+w| < |z + |w|.

|zw|? = 2wzw = 22w = |2*|w|?

|z +w]? =(z +w)(z + w) = (z +w)(Z+ D)
=2Z + 2w+ wzZ + ww
=|2|* + |w|* + 2Re ()
<[2? + [w]? + 2|z|[w] = (|2 + [w])?
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Inverso multiplicativo

Devido a sua estrutura de corpo, sabemos que qualquer complexo
z # 0 deve ter um inverso multiplicativo, i.e.

V240 FweC:zw=wz=1
Quando existe, o inverso multiplicativo de z designa-se por 271
Proposicao

Seja z =a+1ib € C\ {0}. O seu inverso multiplicativo é dado por

—1 Z a b

B e

Defini¢do (Divisdo de ndmeros complexos)

Definimos o quociente de dois niimeros complexos como sendo:
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Produto, quociente e poténcia na forma polar

Sejam z = r1e1 e zo = r9et??. Entio

o 21 - 29 = ryroet(f1192)

o 21/2'2 _ :; ei(01— 92) 20 # 0

f—'re’kel keZ

(1+i)° = (vae'T)"

0m 5
:(\@)wez% = 32(cos ?ﬂ + isen 7)
=324

51
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Raizes de nimeros complexos

Definicao

Dado k € N chamamos raiz de ordem k de z € C a qualquer
complexo w que verifique a condicdo w* = z. Nesse caso usamos a
notacdo convencional w = {/z.

Proposicao

Sejak € N ez =re'?. O nimero complexo z tem exactamente k
raizes distintas de ordem k, dadas por

¥z = Tl/kei(9+2ﬂj)/k7 j=0,---,k—1

Observacao

As raizes de ordem k de um nidmero complexo formam um poligono
regular inscrito num circulo de raio |z|'/* centrado na origem.
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N Exemplo

Célculo das raizes de ordem 6 de —1

YT e

m+2km)/6

:el( )

Isto €, as raizes de ordem 6 de
z = —1 sdo os nlimeros com-
plexos

6171'/6’ 61#/2, 67,571'/6’ 67,77r/67 ez37r/27 ezllﬂ/G
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7Topo|ogia em C

Chamamos vizinhanga de raio 7 € Rt de zy € C ao conjunto

Dy(z0) ={z€C:|z— 2| <r}

Com esta definicdo de vizinhanga, todas as propriedades
topoldgicas de um conjunto Q2 C C sdo idénticas as do conjunto

Q* = {(a,b) : a +ib € Q} CR?

para a topologia usual de R?, i.e., a topologia induzida pela norma
euclideana.
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Nocdes topoldgicas: definicoes

Definicdo (Seja 2 C C.)

e 29 € C é um ponto interior a 2 se existir r > 0 tal que
DT(Z()) - Q.
zg € C é um ponto exterior de §2 se existir r > 0 tal que
DT(Z()) g QC.
zg € C é um ponto fronteiro a () se para todoor > 0
DT(Z()) N 7& @ e DT(Z()) N QC ?é @
zg € C é um ponto aderente a () se para todoor >0
Dy(z0) N QA0
zg € C é um ponto de acumulacao de () se para todo o
r > 0 se tiver Dy.(20) \ {20} NQ #0

O conjunto dos pontos interiores, exteriores, fronteiros, aderentes e
de acumulagcdo de Q) sdo designados por IntS), ExtQ), FrQ), AdQ) e
Q/, respectivamente.

J. Janela & F. Fabido slides AM2 - 2013/2014



Anilise Complexa ISEG U LISBOA ‘ i

Definicdo (Seja 2 C C.)
) é aberto se ) = Intfd.
Q2 € fechado se Q2 = AdS).
Q € limitado se existir r > 0 tal que Q C D,(0).

Q) diz-se compacto se for limitado e fechado.

Q) diz-se conexo se ndo for possivel escrever
Q=(QNA)U(QNB) com A, B subconjuntos ndo vazios de
C, disjuntos, ambos abertos ou ambos fechados.

Q) diz-se uma regiao ou dominio se for um conjunto aberto e
conexo.
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Sucessoes de nimeros complexos

Definicao
Dizemos que (z,) € uma sucessdo convergente se existe z € C tal

que

Veso 3p n2p=|zn—2<e¢

® limz, =z<lim|z, — 2/ =0
® Sendo z, = a,, +ib, e z = a + ib temos que lim z, = z se e
s6 se lima, = a e limb,, = b.
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Séries de nimeros complexos

Definicao

A série ), zn diz-se convergente se for convergente a sucessio
das somas parciais S, = Y j_, z. Se a série ndo for convergente
diz-se divergente.

Proposicao

Uma série Y z,, com z, = a,, + ib,, € convergente se e s6 se
forem convergentes as séries reais »_ a, € Y b,. Em caso de
convergéncia, se Y an, =a ey b, =0b, temos Y z, = a + ib.

Proposigdo (Série geométrica)
A série Y
tem-se

2" é convergente se e s se |z| < 1 e, nesse caso,

P
Zz": 12_2.

n>p

nzp
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Funcdes complexas

Definicao

Chama-se funcao complexa de variavel complexa a qualquer
correspondéncia f : 0 C C — C, que associa a cada ponto z € C
um e um s6 ponto w = f(z) € C. Ao conjunto 2 chamamos
dominio de f e ao conjunto f(Q) = {f(2) : z € Q} chama-se
contradominio de f.

Definindo Q* = {(z,y) € R? : x + iy € Q}, qualquer fungdo
complexa de varidvel complexa se pode escrever na forma

f(z) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

em que u,v : ¥ — R. Deste modo f identifica-se com uma
funcdo vectorial de 2 em R2. Sempre que dai n3o resultar
qualquer ambiguidade, dizemos indistintamente que u, v estdo
definidas em €2 ou em Q*.
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Exemplos de funcdes de varidvel complexa: f(z) = z

2

Neste caso temos que

ou, na forma polar,
f(,reie) _ (T€i9)2 _ 7"2€i29
Apesar de n3o existir a possibilidade de representar o grafico de f,

sendo isomorfa a uma correspondéncia de R? em R2, podemos ver
como é que f transforma conjuntos do plano.
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i _aob

Algumas rectas verticais e respectiva imagem através da fungdo

flz) =22
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fungGes de variavel complexa: f(z) = ¢

Chama-se fungdo exponencial a funcdo f : C — C determinada por

f(z +1y) = e*(cosy + iseny) := €*
Proposicdo (S&o validas as seguintes propriedades)

N 62 £ 0.
I) ¢ 7& v) Arg(e®) = Imz + 2k, k € Z.

vi) e* € periddica de periodo 27i.
vii) e =1 & 2z =2kni, k € Z.
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Algumas rectas verticais e respectiva imagem através da funcdo

flz) =e*
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Funcao logaritmo

Teorema

Seja A, ={z+1iy:r <y <r+2rn}, onder é uma constante real.
Entdo f : A, — C tal que z — f(z) = €* € injectiva em A, e
tem-se f(A,) = C\ {0}.

Definicao
Considerando o conjunto A, definido anteriormente, chama-se

logaritmo relativo ao intervalo [r,r + 27| a fungdo
Log, : C\ {0} — A, definida por

Log,z =log |z| + iArgz, Argz € [r,r + 27].

Quando nada € dito em contrdrio, assume-se que estamos a usar o
ramo principal do logaritmo, correspondente a escolha r = —r.
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Funcao Logaritmo

Para qualquer ramo da funcdo logaritmo sio vdlidas as seguintes
afirmagoes

i) Vz,w € C\ {0} Log,(zw) = Logrz + Log,w + 2kmi, k € Z.
i) Vz,w € C\{0} Log,(2/w) = Logyz— Log,w+ 2kmi, k € Z.
i) Vn € N,Vz € C\ {0} Log,(z") =nLog,z + 2kmi, k € Z.

)

)
iv) Vz € A, Log,(e*) =z
v) V2 € C\ {0} elo9r® = 2,
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"Representacdo gréfica” da fungdo Log,z.
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"Representacdo gréfica” da fungdo Log,z.
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Funcoes trigonométricas

Definicao
As fungbes sen z, cos z estdo definidas em C, sendo dadas pelas
expressoes

67,2 _"_ e*ZZ
2

Proposicao

validas em C as seguintes igualdades:
sen?z +cos?z = 1.

COS 2 =

iv) sen (m — z) = cos z.
sen (z +w) =

v) cos(m — z) = —sen z.
sen z cos w + cos zsen w.

vi) sen (m/2 — z) = cos z.
cos(z +w) =

COS Z COS W — sen zsen w.

)
vii) cos(m/2 — z) = sen z.
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Funcdes poténcia e exponencial

Defini¢do (Fungdo Poténcia)
Para cada ramo do logaritmo define-se para cada o € C a fungdo

e eaLogrz

Definicdo (Exponencial de base « € C\ {0})

Para cada ramo do logaritmo define-se

of = ezLogTa

Observacao

208 = 2. 28 mas, em geral, (a8)* # o* 3.

J. Janela & F. Fabido slides AM2 - 2013/2014



Andlise Complexa ISEG U LISBOA | e

Outras funcoes

Defini¢do (fun¢des trigonométricas inversas)

arcsen z = —iLog, [zz + (1 - 22)1/2}

arccos z = —iLog, [z +i(1 - Z2)1/2]

arctg z = Logrz, R
—z

Defini¢do (Fungdes hiperbdlicas)
sinh z =
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Limites de funcdes complexas

Definicao

Dada uma fungdo f : 2 C C — C e um ponto zy, aderente a €}
diz-se que o limite de f quando z tende para zy € L, e escreve-se
lim f(z) =L se

Z—20

Ves03550 : 2 € QN Ds(20) = |f(2) — 20| < €

Proposicao
Seja f = u + v definida em Q2 C C e zg = x¢ + iyo um ponto
aderente a Q. Entdo lim f(z) = A+ iB se e s6 se

Z—r20

lim u(z,y) = A lim v(z,y) =B
(zy)—=(0,y0) (:9) (z,y)—(20,y0) (=:9)
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Continuidade de funcdes complexas

Definicao
Seja f:QCC—Cez e Afungido f diz-se continua em z
se

lim f(2) = f(20)-

Z—20

Além disso f diz-se continua em ) se for continua em todos os
pontos de €.

Proposicao

Sejaf:QCC—C, comf=u+iv, ezg=x9+iyy € 2. Entdo
f € continua em zy = (x,y0) se e s6 se u(x,y) e v(zx,y) forem
continuas em (o, Yo).
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Exemplo: f(z) = 22 é continua em C

1) = F(z0)] =122 = 281 = |(= = 20)(z + 20)
<|z = 20| - |z — 20 + 220]
<lx 2ol (12 = 70l + 2leol)
<66+ 2]z0))

quando |z — zg| < §. Assim, observando que §(6 + 2|zg|) — 0
quando § — 0, vemos que f é continua em qualquer ponto zy € C.

Observacdo

De modo semelhante se consegue demonstrar a continuidade em, C
de qualquer poténcia e, consequentemente, de qualquer polinémio.
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I Exemplo: Continuidade de f(z) = Logz

A fungdo f(z) = Logz é continua em C excepto R . De facto,
considerando um ponto zy € R, vemos que

lim Logz = log|zo| + i, lim Logz = log|zg| —im
¢ 2630%2
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Funcoes Holomorfas

Seja f: Q2 C C — C com ) aberto.

@ A fungdo f diz-se derivavel em zy € () se existe e € finito o

limite
T f(Z) B f(ZO) d:eff/(z()).
Z—20 Z— 20
® A fungio f diz-se Holomorfa em () se for derivavel em todos
os pontos de ). Uma funcio diz-se inteira se for holomorfa
em C e designa-se por H(Y) o conjunto das fungées

holomorfas em (0.

©® Sendo A um qualquer subconjunto de C, uma fungdo diz-se
holomorfa em A se for holomorfa num conjunto aberto que
contenha A.
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Proposicdo (Sejam f, g funcdes holomorfas. Ent3o:)

o f+g e fgsdo holomorfas e tem-se (f +g) =f' +4 e
(f9)' =rf'g+fd

e f/g € holomorfa sempre que g # 0 e tem-se

/9y = HSIE.

e A funcdo composta f o g é holomorfa e tem-se
(fo9)(2) =4'(2)f"(9(2)).
e Se f for invencivel a sua inversa também o é e tem-se

(F71 (wo) = wo = f(20)-

f'(20)

J. Janela & F. Fabido slides AM2 - 2013/2014



Andlise Complexa ISEG U LISBOA ‘ i

Teorema

Seja f : QQ — C e zg € intf). Se f € holomorfa em zy entdo é
continua em z.

Teorema
Sejaf:QCC—C, comf=u+ivef abertoe zy € ). Se f é

diferenciavel em zy = xg + iy entido sao verificadas as condicoes
de Cauchy-Riemann:

ou ov ou v
8—(5130,240) = a—y(iﬂo,yo), 8—y($0,yo) = —%(l‘o,yo)-

Dem: Calcular limite segundo rectas paralelas aos eixos
coordenados.
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Cond. de Cauchy-Riemann: Interpretacdao geométrica

Como consequéncia das equagdes Cauchy-Riemann, Se f = u + v
for holomorfa, as curvas de nivel de u sdo ortogonais as curvas de
nivel de v.
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Cond. de Cauchy-Riemann: Interpretacdao geométrica

J. Janela & F. Fabido slides AM2 - 2013/2014



Andlise Complexa ISEG U LISBOA ‘ i

Cond. de Cauchy-Riemann: Interpretacdao geométrica

777
I

XK 7]
%%
K117
7717

11}

f(z) =cosz

9,

u(z,y) =z — 3xy®

TRR0S

TERN
W\

v(z,y) =y + 32y — y°
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Teorema

Sejam u,v : * — R funcbes de classe C' no conjunto aberto

Q) C C. Entdo a fungdo f = u+ iv é holomorfa em S se e sé se as
condi¢oes de Cauchy-Riemann forem verificadas em todos os
pontos de €

Exemplo: Determinar todas as fun¢les inteiras cuja parte real é
u(z,y) = 22 — zy — 2.

Exemplo: Mostrar que n3o existe nenhuma fun¢do inteira cuja
parte real seja u(z,y) = 2% + 32
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Funcoes harmdnicas conjugadas

Definicao
Fung¢do harmdnica Uma funcdo w : D C R? — R, de classe C? no

conjunto aberto Ddiz-se harménica em D se para cada ponto de
D se ti er82w—|—a2 = 0.
1Vt - - =
0x?2  Oy?

Teorema

Seja f : Q — C, com f = u+iv, uma fungdo holomorfa em ), em
que u,v € C%*(Q*). Entdo u e v sdo fungbes harmdnicas em Q.

Definicao

As fungées u,v : 2* — R dizem-se harmoénicas conjugadas se
forem de classe C? e existir uma funcdo f : Q0 — C holomorfa tal
que f = u +iv.
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