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Integrais estocdsticos

o Motivacdo: Consideremos uma equacdo diferencial "estocastica"do
tipo
dX . dB;

= = b(t, X X )" —L"
0 b(t, X¢) + o (t, X¢) 0
H&H

7+ € ruido estocastico. Ndo existe no sentido cldssico pois B ndo é
diferencidvel.

Qo

o Eq. diferencial estocdstica na forma integral:

t t
X, = Xo +/ b(s, X)ds +" [ (s, Xs) dBy"
0 0

o Como definir integrais estocdsticos do tipo:

-
/ usdBs ?
0

onde B é um movimento Browniano e u é um processo estocdstico
adequado.
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o Alternativa 1: Considerar o integral como um integral de
Riemann-Stieltjes.

o Considere uma sucessdo de particdes de [0, T| e uma sucessdo de
pontos intermédios nessas particdes:

T 0=t <t <ty <-- <ty =T
spt t <s'<tl;, i=0,....,k(n)—1,

tais que lim sup ( - t”) = 0.

n—oo i !
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Integral de Riemann-Stieltjes:

T n—1
/ fdg := lim Z f(s') Agi,
0 =0

onde Ag; := g(t,;) — g(t), se o limite existir e for independente das
sucessoes T, € Sp.
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o O integral de Riemann Stieltjes (R-S) fOT fdg existe se f & continua e
g tem variacdo total limitada, i.e.

sup Y |Agi| < co.
i

Th

o Se f é continua e g é de classe C! entdo o integral de (R-S) fOT fdg
existe e
T T
/ fdg := / f(t)g'(t)dt,
0 0

o No caso do mob. Browniano B, é claro que B’(t) n3o existe, pelo
que ndo se pode definir o integral trajectorial

/OT ur (w) dB; (w) ;Z /OT u: (w) Bl (w) dt
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o Em geral, ja sabemos que o mov. Browniano tem variacdo total ndo
limitada e portanto n3o se pode definir o integral (R-S)
T
fO u; ((U) dBt ((U)
o Se u tem trajectérias de classe C!, integrando por partes, o integral
trajectorial (R-S) existe e

/OT ut (w) dB: (w) = ut (w) Bt (w) — /OT ul (w) By (w) dt.

o Problema: Por exemplo, fOT B: (w) dB; (w) néo existe como integral

R-S. E util considerar processos mais irregulares que processos com
trajectéria de classe C1. Como definir o integral estocdstico para
estes processos?
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. . . T )
o Construiremos o integral estocastico fo usdB; através de uma
abordagem probabilistica.

Definicao

Consideraremos processos u da classe Lg T, que se define como a classe de
processos estocasticos u = {us, t € [0, T|}, tais que:

@ u é adaptado e progressivamente mensuravel: i.e. u; é Fi-mensuravel
e para todo t € [0, T], a aplicagcdo (s,w) — us (w), definida em
[0, t] x Q) é mensuravel relativamente a -algebra Byg ¢ x F.

@ E[f) wdt| <o
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o~ , , - . t
o A condicdo 1. é necessdria para mostrar que as v.a. do tipo fo usds
sio Fi-mensuraveis.

o A condicdo 2. permite mostrar que u como funcao das duas varidveis

t e w pertence ao espaco L2 ([0, T] x Q) e que (pelo teorema de
Fubini):

E [/()Tufdt] :/OTE[UE] dt:/[O'T]XQ W2 (w) dtP (dew) .

o ideia: definiremos fo urdB; para u € Lg T+ como o limite em média
quadratica (limite em L? (Q))) de integrais de processos simples.
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Integral estocdstico para processos simples

Definicdo

Processos simples: u € S (conjunto dos processos simples em [0, T|)
diz-se um processo simples se

U = Z%‘le(tj_l,tj] (1), (1)
=

onde0 =ty <ty <---<t,=T, easv.a. ¢; sdo de quadrado integrdvel
(E [gbﬂ < o) e Fy_,-mensurdveis,

Definicdo
Se u é um processo simples da forma (1) (u € S) entdo definimos o
integral estocdstico de u relativamente ao mov. Browniano B por

T n
/O UtdBt = Z(PJ (Btj — Btj—l) .
=1
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Exemplo

Considere o processo simples

ug = Z Btjfll(fj_l,tj] (t) .
j=1

Entao . .
/0 UtdBt = Z Btj—l (Btj — Btj—l) .
j=1

E evidente que, pela propriedade dos incrementos independentes de B,
temos

E [/OT utdBt] = Z E B, (By — By ,)]

j=1

=) E[By ] E[By— By ,] =0
j=1
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Proposicdo
(Propriedade de isometria). Seja u € S um processo simples. Entdo temos
a seguinte propriedade de isometria:

T 2 T
E (/ utdBt) :E[/ ufdt]. (2)
0 0
Demonstrac3o.

Com AB; := B:, — By, _,, temos

E[(/OTutdBt)z

2
=F (Z% cijBj>

_ZE{% AB;) ]+22E 69 ABAB] .

1<J
D/
(ISEG) Cap. 3.- Construgdo e Propriedades do Integr 11/ 24
Demonstrac3o.
(cont.) Note-se que como ¢;¢;AB; é Fj_i-mensurdvel e AB; é
independente de F;_;, temos
n n
> E[9ipjABIAB)| = ) E [pig;AB]| E [AB]] = 0.
i<j i<j
Por outro lado, como c/)f é F;_1-mensurdvel e AB; é independente de
Fi-1,
ZE[% (48)*| = ZEW (2B))*]
— Z E (P_j — L 1)
-
.y [ / u?dt] |
0
-
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o Qutras propriedades de fOT u;dB; para u € S:
@ Linearidade: Se u,v € S:

T T T
/ (aur + bvy) dB; = a/ utdBter/ vedB:. (3)
0 0 0
@ Meédia 0: -
0
Demonstrac3o.
Exercicio: basta usar a definicdo de integral estocdstico para processos
simples. O
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Integral de [t6 para processos de

Seu€ Lﬁ T entdo existe uma sucessdo de processos simples {u(”)} tal
que
-
lim E [ /
n—oo 0

Passo 1. Suponha que u é processo continuo em média quadratica, ou seja:

(n)

i dt] — 0. (5)

v

Demonstracio.

lim E [\ut — usﬂ = 0.

s—t

Defina-se t" := L T e
g} n

uf =Y uw 1 (1) (6)
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Demonstrac3o.

(cont.) Temos pelo teorema de Fubini

T 2 T 2
e[ et = [ e
0 0
n tjﬁ 2
— 2/ E Uut_n_l — Uy dt]
j:]_ tjnfl ’

< T sup E[|u5—ut|2} — 0.
n

— 00
[t—s|<T
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(cont.) Passo 2. (ideia da demonstragcdo) Suponha agora que u € Lg,T e

considere a sucessao de processos {v(”)} definidos por

t
n
vy = n/ usds.
t 1

n

Estes processos sdo continuos em média quadrética (até tém as trajectérias
continuas) e pertencem a classe L2 . Por outro lado, temos que

.
lim E [/ ‘ut — Vt(n)
n—oo 0

2
o] =0

pois
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Demonstrac3o.
(cont.) e podemos aplicar o teorema de convergéncia dominada no espaco
[0, T] x Q, pois pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e mudando a
ordem de integracao:
T1 ()2 o (Tt 2
EU v dt] — E|n / / ucds| dt
0 0 t—1
i t
< nE / (/ u§ds> dt]
/0 t—1
i s+1/n
= nE / u? </ dt) ds]
| J0 s
-
- [ / u_fds] |
0
D/
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Definicao
O integral estocadstico ou o integral de Ité do processo u € Lg + € definido
como o limite (em L2 (Q))):

T T ()
/ uedB; = lim (L2) / W B, (7)
0 0

n—oQ

onde {u(”)} é uma sucessdo de processos simples que satisfaz (5).
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o O limite existe, pois devido a prop. de isometria para processos
: ~ T ) ~
simples, a sucessdao {fo ugn)dBt} é uma sucessdo de Cauchy em

L2 (Q)) e portanto & convergente.

Demonstracio.

T T 2 T 2
E [( / U dB, — / uﬁ"’)c/Bt) —F [ / (uﬁ”) - uff”)) dt]
0 0 0

< 2F UOT (u,ﬁ”) - ut>2dt] 1 2F

/OT <Ut — ugm))2 dt] "0,
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Propriedades do integral de [t6

o Propriedades do integral de It6 fOT urdBy para u € L2 ;.

E[(/OTutdBt>2] :E[/OTu?dt] (8)

E [/OT utdBt} —0 9)

@ Isometria:

@ Meédia 0:

@ Linearidade:

T T T
/ (aut + th> dBt = a/ UtdBt + b/ thBt. (10)
0 0 0

Demonstrac3o.

Estas propriedades verificam-se facilmente para processos u € §
(processos simples). Logo, passando ao limite, verificam-se também para
processos u € Lg T Il

o
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Exemplo

Vamos mostrar que

/TBdB——182 LT
0 t 1.'_2T 2 .

Como o processo uy = B; é continuo em média quadratica, consideramos
a sucessdo de aproximagdo de processos simples (6), i.e.

J

U? = Zl Btffl]'(tj”fl,t-”] (t) '
J:

n._ J
com t! 1=+ T.
v
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Exemplo
(cont.) J

n—oo

T T ()
/&m:muﬁ/wwg
0 0

j=1
- o 1§ 2 2 2
) 1[5 55.) - (-0
j=1
1
=5 (Br=T),

) 2
onde se usou o facto de E <Zf:1 (ABtjn) — T) — 0 e

1y 2 2 | _1R2
2 &j=1 (Btj" - Btj"_l) = 2B7-
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2
— 0.

2
o Calculo auxiliar: Provemos que E ( i1 (ABtjn) — T)

Usando a independéncia dos incrementos e o facto de

2
E [(ABtjn) ] = Atf’, temos

E (Z (ABtjn)z — T>2 —F (le [(ABtjn)z — Atf’])z

j=1
n 2 12
~Le[(ees) -y
Usando E [(Bt — Bs)zk} = gikz: (t—s)¥, temos

j=1 j=1
n
n 2 n
=2) (At])" =2Tsup|At]| — 0.
P i n—oo
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(2k)!

o (E— s)* temos que

N

o Nota: Pela formula E | (B; — B;)**| =

2

Var [(AB)Q] = {(AB)“} - (E [(AB)QD
= 3(At)* — (At)® =2 (At)°.

J4 sabemos também que

E [(AB)z] = At.

Portanto, se At & pequeno, a variancia de (AB)2 é desprezdvel
quando comparada com o seu valor esperado = portanto quando
At — 0 ou "At = dt", temos formalmente:

(dB;)* = dt (11)
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