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EDE's - Aproximacdes numéricas

@ Muitas EDE’s ndo podem ser resolvidas explicitamente —> sdo
necessarios métodos numeéricos para obter aproximacdes das solucdes.

o EDE:
dXt — b(Xt> dt+U(Xt> dBt,

com condicdo inicial Xy = x.

o Particdo: t; =, i=0,1,...,ne comp. de cada subintervalo:

T n
5[7:7
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Método de Euler

o Valores exactos da solucio:
t; ti
X (t) = X (t-1) +/ b(Xs)ds+/ c(X)dBs. (1)
ti_1 ti—1
o Aproximacao de Euler

/t’ b (X,) ds ~ b (X (ti_1)) 6n,

ti1

ti
/ o (Xs) dBs ~ o (X (ti1)) AB;,
ti—1

onde AB; := B (t,') — B (t,'_l) .

o Esquema de Euler:
XM () = XM (t;_1) + b (x<"> (t,-_l)) Sy +0 (X (ti_1)) AB;, (2)

I1=12,...,n.
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Método de Euler

o Em cada intervalo (tj_1, t;), o valor de X (") & obtido por interpolacio
linear.

o O erro de aproximacdo é definido por

&y 1= \/E [(XT —X<T”>)2]. (3)

o Para o esquema de Euler pode mostrar-se que

e,',‘E“/ < c\/dp,

onde ¢ é uma constante.
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Método de Euler

o Como simular uma trajectéria da solucdo usando o método de Euler?

@ Basta simular os valores de n varidveis aleatérias com distribuicdo
normal N (0,1): ¢1,8o, ..., Ch.

@ Substituir AB; em (2) por /0, € determinar os valores de X () (t)
usando o esquema por recorréncia (2).

@ Em cada intervalo (t;_1, t;) determinar X(") por interpolacio
linear.entre X" (t;_1) e X" (¢;).
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Método de Milstein

o Aplicar a férmula de I1t6 a b(X;) e a o (X;), considerando
ti_1 <t<t. Temos

/ti b(Xs)ds:/ti [b(X (ti_1)) +

+I/:1 (bb’ + %b’;UQ) (X,) dr + /t ,-51 (ob') (X;) dB,] ds,
/t’ a(xs)stz/t/ o (X (ti-1)) +

ti 1 ti—1
S 1
- (ba’ - 50”(72> (X,) dr +

ti—1

] (o0’) (X:) dBr] dB..

ti—1

o Exercicio: Prove esta igualdade.
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Método de Milstein

o Ent3o, temos partir de (1), que
X(n> (t,') — X(n) (t,'_l) =b (X (t,'_l)) 5,, + U(X (t,'_l)) AB, + R,'.

Pode mostrar-se que o termo dominante de R; é o integral estocdstico

duplo
ti S
/ (/ (o) (Xr) dBr) dB.,
ti—1 ti—1

sendo os outros termos de ordem mais baixa e desprezaveis.

o Aproximacdo de Milstein:

t; S
R ~ / ( / (00”) (X,) dBr) dB.
ti—1 ti—1

~ (00") (X (t-1)) /t t ( /t dBr> dB,
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t; s ti
/ (/ dB,) dB, — / (B, — B(t;_1)) dB,
ti1 ti1 ti—1

_ /'t" BsdBs — B (ti_1) (B (t;) — B (ti_1))

— % {Bg — Bf{,_l — 5,,} — B (ti-1) (B (i) — B(ti-1))
_ % (8B)* =4,

onde, para calcular ft: BsdBs, pode usar a férmula de 1t6 aplicada a
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Método de Milstein

o Esquema de Milstein:

XM () = XM (t;_1) + b (x<"> (t,-_l)) S +0 (X (ti_1)) AB:
+ % (00') (X (t-0)) [(AB)? ~ 5]

o Pode mostrar-se que o erro da aproximacio de Milstein é:

e,’,w’/ < ¢d,.
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A propriedade de Markov para processos de difusio

o As solucdes de EDE’s dizem-se processos de difus3o.

o Seja X = {X;, t > 0} um processo de difusdo (de dimens3o n) que
satisfaz a EDE:

dX; = b (t, X;) dt + 0 (t, X;) dB, (4)

onde B é um mov. Browniano m-dimensional e b e ¢ satisfazem as
condicdes do teroema de existéncia e unicidade.
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A propriedade de Markov para processos de difusdo
Definicdo

Diz-se que um processo X = {X;,t > 0} é um processo de Markov se
Vs < t, temos

E[f(X:)| X, r<s]=E[f(X;)]|X].

para qualquer funcdo limitada e mensuravel f definida em IR".

o Em particular, se C C R" e é mensuravel, temos:

P[Xt € C|Xr,l’§5] :P[Xt c C|X5]
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o Propriedade de Markov: os valores futuros de um processo dependem
s6 do seu valor presente e ndo dos valores passados (se o valor
presente for conhecido).

o A lei de probabilidade dos processos de Markov é descrita pelas
probabilidades de transicdo:

P(C tx,s):=P(X;eClXs=x), 0<s<t.
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A propriedade de Markov para processos de difusio

o P(-,t,x,s) éa lei de probabilidade de X; condicionada a X; = x. Se
esta probab. condicionada tiver densidade, representamo-la por:

p(y t x,s).
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Exemplo

O movimento Browniano é um processo de Markov com probabilidades de
transicdo:

De facto

P|[B: € C|Fs] = P[B: — Bs + Bs € C|F¢]
:P[Bt—BS—I—XG C] ‘X:Bs
:P[BtE C|BSZX],

onde se usaram as propriedades da esperanca condicionada e o facto de
B: — Bs ser independente de Fs e de Bs ser conhecido dada a
"informacdo"Fs (ou seja, Bs é Fs-mensuravel).

Mas como B; — Bs + x tem dist. Normal com média x e varidncia t — s,

entdo a densidade da probabilidade de transicdo é (5).
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A propriedade de Markov para processos de difusdo
o Notagdo: {X;™,t > s} é a solu¢do da EDE (4) definida em [s, 4-c0)
e com condig¢do inicial X = x.
o Se s =0, usamos a notagdo X X = XX
o Propriedades:

@ Existe uma versdo continua (em todos os parametros s, t, x) do
processo {X;™,0 <s <t ,x € R"}.
@ Para qualquer t > s, temos

X
F=XC (6)
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A propriedade de Markov para processos de difusio

o Prova de (2): X satisfaz a EDE
t t
X :x_g+/ b(u,Xj,‘)du+/ o (u, X2) dB,.
S S
Por outro lado, X;” satisfaz
t t
X5 :y—l—/ b(u,Xj’y)du—i—/ o (u, X3V dB,.
S S

.o s, XX . ~
Substituindo y por X obtemos que X e X;* sdo solugdes da
mesma EDE em [s, +oo) e com a mesmo condi¢do inicial XZ.Logo,
pelo teorema de existencia e unicidade, a solucdo é tnica e

x _ ySiXS
t Xt .
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A propriedade de Markov para processos de difusdo

Teorema

(Propriedade de Markov dos processos de difusdo): Seja f uma fungdo
limitada e mensuravel em R". Entdo, para qualquer 0 < s < t, temos

E[f(Xe) | Fs] = E[f (X)) |x=x, (7)

v

o Os processos de difusdo sdo processos de Markov.
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A propriedade de Markov para processos de difusio

o Prova do teorema: Por (6) e pelas propriedades da esperanca
condicionada, temos:

E[f (%) [Fs] = E[f (X7 [Fs] = E[F (X)) |x=x..

porque X;™ é independente de F, e X; é conhecido a partir da
"informagdo" F; (i.e., Xs é Fs-mensuravel). Aplica-se a propriedade 7
da esperanca condicionada (ver slides da Aula 2).
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A propriedade de Markov para processos de difusio

o As probabilidades de transicio de um processo de difusdo sdo dadas
por
P(C, t x s) = P(X5 € C).

o Se um processo de difusdo é homogéneo no tempo (os coeficientes b
e 0 ndo dependem de t) entdo a propriedade de Markov (7) pode
escrever-se:

E[f (%) [ Fs] = E[f (XZo)] lx=x.-
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A propriedade de Markov para processos de difusdo
Exercicio: Calcule as probabilidades de transicdo do processo de
Ornstein-Uhlenbeck com reversdo para a média:

o Resolucio:
dXt = a (m — Xt) dt + O'dBt

Solug¢do em [s, +00), com condi¢do inicial X; = x:

t
XX =m+ (x —m)e 27 4 (Te_at/ e’ dB, .
S

~ t , .
Entdo, como {fs ed"dB,, t > s} é um processo Gaussiano com

média e variancia (ver exemplo em aula anterior), temos que

E[X:¥] = m+ (x —m)e?(t79),
2
S,X o —<za(t—s
Var[Xt’]:Z(l—e 2a(t )).
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A propriedade de Markov para processos de difusdo

o (cont. do exercicio) A probabilidade de transicdo é
P (-, t,x,s) = Distribuicdo de X;"*.

Logo é uma distribuicdo normal com média e varidncia dadas acima.
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Calculo de Stratovonich e EDE’s de Stratonovich

o No integral estocdstico de It6 para processos continuos, quando
definimos fot usdBs usando somas do tipo Riemann-Stieltjes, usamos
sempre o valor do processo u no ponto t;_; e assumimos que o
processo é constante em [tj_1, tj) .

o Como consequéncia, o valor esperado do integral de 1t6 é nulo e a sua
varidncia pode calcular-se usando a propriedade de isometria de [t6.
Além disso, o integral de It6 indefinido é uma martingala.

o A desvantagem do integral de It6 é que a "regra da cadeia"(ou
féormula de 1t6) aparece um termo de 27 ordem (termo que ndo
aparece no célculo classico).
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Calculo de Stratovonich e EDE’s de Stratonovich

o A integral de Stratonovich fOT us o dBs define-se como o limite em
probabilidade da sucess3o:

1
2 2 (Uti—l + Ut/) AB;,
i=1

iT

com t; = "

o Relacdo entre o integral de It6 e o integral de Stratonovich?
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“Calculo de Stratovonich e EDE's de Stratonovich

o Se u é um processo de Itdé da forma

t t
U = u0+/0 /35ds+/0 wsdBs. (8)

é possivel mostrar que

T T 1 T
/ USOstz/ u5d35+—/ & ds.
0 0 2 Jo

(ISEG) Cap. 5.- Equacdes Diferenciais Estocasticas - 24 / 26



Calculo de Stratovonich e EDE’s de Stratonovich

o A "férmula de 1t6"para o integral estocdastico de Stratonovich
coincide com a regra da cadeia para o caculo classico.

o De facto, se u &€ um processo da forma (8) e

t t
Xt:x0+/ vsds—l—/ U, o dB.
0 0

entdo pode mostrar-se que

df (Xt) = f/ (Xt) o dXt
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Calculo de Stratovonich e EDE’s de Stratonovich

o Uma EDE no sentido de It6 pode ser transformada numa EDE no
sentido de Stratonovich, usando a férmula que relaciona ambos os
integrais:

o EDE de Ité6:

t t
X, :xo+/ b(s,XS)der/ o (s, X.) dB..
0 0

o EDE de Stratonovich equivalente:

t 1 t t
Xt:X0+/ b(s,XS)ds—E/ (00") (s,Xs)ds—l—/ o (s, X,) o dBs.
0 0 0

o Isto porque a decomposicido de Ité de o (t, X;) é

o(t,X;) =0(0,X) —|—/Ot (a’b— %a”ﬁ) (5, X5) ds—l—/ot (o0”’) (s, Xs) dBs.
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