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Gerador ou operador infinitesimal de uma difusdo

o Considere uma difusdo n-dimensional X que satisfaz a EDE

dX: = b (t, X;) dt + o (t, X;) dBs,
Xo=xo

onde B é um mov. Browniano m-dimensional. Assuma que b e o

satisfazem as condicdes do teorema de existéncia e unicidade de
EDE's.

o Considere que b: RT x R" — R", ¢ : R™ x R" — M (n, m), onde
M (n, m) é o conjunto de matrizes n x me xg € R".
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Definicao
O gerador ou operador infinitesimal associado a difusdo X é o operador
diferencial de 2° ordem A definido por

! d0%h
x) = ;b;(t,x ax, + Z (00 ) )E)X,BXJ

onde h é uma funcdo de classe C'? definida em RT x R".

Qo
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o O operador infinitesimal é também designado por operador de
Dynkin, operador de It6 ou "Kolmogorov Backward operator".

o Relacdo entre a difusdo X e o operador A: Pela férmula de 1t6, se
f (t,x) € uma funcdo de classe C1?, entdo f (t, X;) € um processo de
[t6 com "diferencial":

of

df (t, X;) = {ﬁ (t, Xt) + Af (t,Xt)} dt + [V, f (t, X¢)| o (t, X;) dBs,

(1)

onde o gradiente se define como:

vf_laf af].

aX1 ',a_Xn
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o Note-se que se

E/Ot (s—; (t, X) 01, (t,Xt)>2 ds < oo, (2)

para todo o t > 0 e para todo /,, entdo os integrais estocdsticos em
(1) estdo bem definidos e sdo martingalas, pelo que

M, = f (£, X,) — /Ot (g—i (s, X) +Af(s,Xs)> ds

é uma martingala.

o Uma condigdo suficiente para que (2) seja satisfeita é que as
derivadas parciais 9 (s, Xs) tenham crescimento linear, i.e.

of
— (t,x)| < C(1 .
L (t0| < cat )
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EDPs

o A equacio diferencial parcial

a—F (t,x) + AF (t, x)

ot
F(T,x)

0, (3)
d(x)

é uma EDP parabdlica com condicdo terminal (em T).

o A EDP anterior também se pode escrever como (supondo n =1, para
simplificar a notagdo)

2
%—I;(t,x)+b(t,x)g—§+%‘72(tvx)375:O' (4)
F(T,x)=®(x).
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EDPs

o Em vez de resolver a EDP analiticamente vamos tentar obter a
solucdo usando uma "férmula de representacdo estocastica".

o Suponhamos que existe uma solucdo F. Fixemos t e x e definamos o
processo X em [t, T| como a solu¢do da EDE

dXs = b (s, Xs) ds + o (s, Xs) dBs,
Xt = X.

o O operador infinitesimal associado a X é

g 1 092
A:b(t,x)$+ ~o? (t, x )ax2’

que é exactamente o operador que aparece na EDP (3) ou (4).
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o Aplicando a férmula de Ité6 a F, temos (ver (1)):
F(T,XT)=F(t,X) +/ ( (s, X)+AF(S1Xs)> ds

+/ (sX)dB

Mas ¢ (s, Xs) + AF (s, Xs) = 0 e aplicando o valor esperado
(considerando o valor inicial X; = x), obtemos:

Eix [F (T, X71)] = Et x [F (£, Xt)],

supondo que o integral estocdstico estd bem definido e portanto o seu
valor esperado é zero.
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o Como, pelos valores na fronteira, E; , [F (T, X7)] = Erx [®(XF¥)] e
E; « [F (t,Xtt'X)] = F (t, x), temos

F(t,x) = Eex [P(X7)],

sendo esta a representacdo estocdstica da solu¢do da EDP (4).
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Férmula de Feynman-Kac

Proposicao
Suponhamos que F é solucdo do problema (4). Suponhamos que
(s, Xs) 9 (s, Xs) € um processo em L2 (i.e.

2
E[! ( (t, X)o7 (¢, Xt)) ds < o0). Entdo
F(t,x) = E;x [CI)(X;-'X)} :
onde X! satisfaz

dX; = b (s, X;) ds + o (s, Xs) dBs,
Xt = X.
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Férmula de Feynman-Kac

Proposicao
Suponhamos que F é solucdo do problema (3). Suponhamos que
Efo (3: (t, Xe) 0ij (t, Xt))2 ds < oo, para todoot >0 e para todo i, .
Entao
F(t,x) = Eex [@(X77)],

onde X! satisfaz

dX, = b (s, Xs) ds + (s, Xs) dBs,
Xt = X.
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Notas suplementares

@ Uma EDP parabdlica € uma EDP de 2° ordem do tipo
Auyy + Bu,y, + Cuyy +--- =0,

com B2 —4AC = 0.

o Exemplo: Eq. do calor a 1 dimens3o:

Ur = KUy .
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