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O modelo de Black-Scholes

©

Modelo de Black-Scholes: 2 activos com dindmica:

dB (t) = rB (t) dt, (1)
dSt = lXStdt + O'Stth, (2)

onde r,x e 0 sao constantes.

©

B (t) é o preco de um activo sem risco (obrigacdo ou depdsito
bancario): é uma fun¢do determinista.

©

St € o processo de preco de um activo com risco (ac¢do ou indice): é
um processo estocastico.

o W/;: Movimento Browniano relativamente a medida de probabilidade
original P.
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O modelo de Black-Scholes

o r: taxa de juro sem risco ("short rate of interest").

o wa: taxa de rendibilidade média ("mean rate of return") do activo com
risco.

o o0: Volatilidade do activo com risco.

o A solucdo de (2) é o movimento Browniano geométrico:

S¢ = Sy exp ((oc — %(72) t—I—(TWt> .
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Derivados financeiros

o Consideremos um direito contingente ("contingent claim- exemplo,
um derivado financeiro) com payoff da forma:

xX=2(5(7)). (3)
O seu processo de preco é representado por

I1(¢t), te]0,T].

(ISEG) Cap. 8- Modelos dos mercados financeiros - ¢ 4 /17



Portfolios

o Portfolio (K0 (t), h* (t))
o hY(t): n° de obrigacdes (ou nimero de unidades do activo sem risco).

o h* (t) n° de acgBes ("n° of shares of stock") no portfolio no instante
t.
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Portfolios

o Valor do portfolio no instante t:
V (t) = h° (t) B; + h* (t) S;.

o Supde-se que o portfolio é autofinanciado,.isto &, que:
dV, = h° (t) dB; + h* (t) dS;.

o Um portfolio auto-financiado é um portfolio no qual a variacdo do seu
valor é causada apenas pela variacdo do preco dos activos.

o Na forma integral:
t t
V, — v0+/ B (s) d55+/ H (s) dB,
0 0

t t
_ v0+/ (ah* (s) Sy + rk® (s) By) ds+a/ h* (s) SsdWs.
0 0
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Modelo de Black-Scholes

o Suponha que o direito contingente ("contingent claim- exemplo:
derivado financeiro) com payoff da forma:

x=o(5(7)). (5)
é replicavel pelo portfolio h = (h° (t), h* (t)) (isto &,

Vi =x=®(5(T)) as.). Entdo, o (nico processo de preco
compativel com o principio de auséncia de arbitragem é

I1(t)= V' telo T]. (6)
@ Assumimos ainda que
I1(t)=V/'=F(t,S). (7)
onde F é uma funcio diferenciavel de classe C12.
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Modelo de Black-Scholes

o Aplicando a férmula de It6 a (7), considerando (2), obtemos:

oF oF 1 9’F
dF (t,S;) = (at (t, St)—I—ocSta (t,S¢) + 2538 > (t ,st)) dt

(UStgF (t St)> th
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Modelo de Black-Scholes

Ou seja:
F(t,S:) = F (0, 5) +/ ( 55)+AF(5,55))ds
+ / (as or )) dW., (8)
onde 5 22
Af (t,x) = axa—)i (t,x) + 10'2X2 axg (t,x)

é o operador infinitesimal associado a difusdo S; com EDE (2).
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Modelo de Black-Scholes

o Comparando (4) e (8), temos que

oF

oh* (s) Ss —058—(55)
. 0 JoF
ah* (s)Ss+ rh” (s) Bs = Fe (s,Ss) + AF (s, Ss) .
o Pelo que:
JoF .
(5,50 = b (s),
JoF JoF 1 2 ,0%F
E(S'SS)—FrSSB_X(S’SS) 5582(55)—rF(55)
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Modelo de Black-Scholes

Temos portanto:

o Um portfolio h com valor V" = F (t, S;) constituido & custa de
activos com risco de preco S; e de activos sem risco com preco B;.

o O portfolio h deve replicar em cada instante t o direito contingente
(ou derivado) x. e devemos ter

I1(t)=V'=F(t,S).

o Em particular:
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Modelo de Black-Scholes

o O portfolio deve ser continuamente actualizado com aquisi¢cdo (ou
venda) de h* (t) shares do activo com risco e h° (t) unidades do

activo sem risco, onde

B (6= 20 (55,
B (1) = VP —h* () Se _ F(t,Se) — h* (t) St

B: B;
o O portfolio tem a dindmica dada pela EDP:

OF 9F 1 2522 F 2F

at ( St) I’Sta (t St) R (t’ St) — rF (t, St) —0
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Modelo de Black-Scholes

Teorema

(Eq. de Black-Scholes): Assuma que o mercado é especificado pelas egs.
(1)-(2) e que queremos avaliar um derivado com payoff da forma (3).
Entao, a tinica funcdo de preco que é consistente com o principio de

auséncia de arbitragem é a solucdo F do seguinte problema de valores na
fronteira, definido no dominio [0, T] x R™:

oF oF 1 , ,0°F
E(t,x)—l—rxg (t,x)—|—§(72X2W(t,x) —rF (t,x) =0, (9)
F(T,x)=®(x).
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Modelo de Black-Scholes

o A equacdo de Black-Scholes pode ser resolvida por via analitica ou
por via probabilista.
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Proposicao
(Férmula de Feynman-Kac): Assuma que F é solucido do problema de
valores na fronteira
oF oF 1 9°F
Fr (t,x) + u(t,x) ™ (t,x) + 502 (t, x) 52 (t,x) —rF (t,x) =0,
(10)
F(T,x)=®(x).
Assuma que o (s, Xs) 95 (s, Xs) é um processo em L2 (i.e.
2
E[! (3—5 (s,xs)a(s,xs)) ds < o). Entdo
F(t,x)=e "T7UE  [®(XT)],
onde X satisfaz
dXs = p (s, Xs) ds+ o (s, Xs) dBs,
Xt == X.
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Modelo de Black-Scholes

o Aplicando a férmula de Feynman-Kac. obtemos:
F(t,x)=e "T-OE  [®(X7)],
onde X é um processo estocdstico com dindmica:

dX. = rX.ds + o X d W,
Xt = X.
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Modelo de Black-Scholes

o Atencdo: o processo X ndo é o nosso processo S, pois o "drift"de X
é rX e ndo aX..

o ideia: "passar"do processo X para o processo S usando o teorema de
Girsanov.
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