Capitulo 4
Interpolacao e Aproximacao

1. Seja f uma funcio real de classe C"*! definida num intervalo [a,b]. Seja ainda
Pn € P, o polinémio interpolador de f em n + 1 pontos distintos xg, 1, , Zp.
Para cada z € [a, b] o erro de interpolagao é dado por:

FE)

@)

f(@) = pn(z) =

em que & = £(z) pertence ao menor intervalo que contém todos os pontos de inter-
polacao e W(z) = (z — zo)(z — x2) - - - (x — xp,).

(a) Mostre que a funcio f"*+1(€) pode ser prolongada como uma funcio continua
de z, para z € [a, b].
(b) Mostre que existe uma constante M, 1 tal que

Mn+1
(n+1)!

[f (@) = pn(2)] < (W ()]

2. Seja f: [0,1] — R uma funcdo de classe C*.
(a) Mostre que existe um e um sé polinémio p, de grau < 2 tal que

1 1
p(0) = £(0); p(1) = £(1): /0 p(x) dz = /0 f(z) da.

(b) Mostre que existe £ €]0,1[ tal que p(§) = f(§).

(¢) Utilize o resultado da alinea anterior para mostrar que existe M € R tal que

M
— < =
Jnax, |f(z) = p(x)| < 5
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3. Considere uma tabela de valores da fungao f(x) = exp(x), em pontos igualmente
espacados. Diga qual deve ser o valor do espacamento h, de modo a garantir que o
erro de interpolacdo seja em médulo inferior a 1079, para todo = € [0, 1].

4. Sejam xp, 1, - ,x, n + 1 pontos distintos de [a,b]. Mostre que o polinémio in-
terpolador de grau < n de uma funcao f, relativamente a esses pontos, pode ser
representado na forma

. f(zg)
(z — xp) W (zk)

pu(x) = W(z)
k=0

onde W(x) = (x—x¢)(x—z1) - - - (r—xy,). verifique também que o limite da expressao
da direita quando © — x, é f(zy,).

5. Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f

z | -1 0 1
fla)]| 5 4 8

(a) Recorrendo a férmula interpoladora de Lagrange, calcule um valor aproximado
de f(1/2).

(b) Repita a alinea anterior usando a férmula interpoladora de Newton com dife-
rencas divididas.

(c) Suponha que f(z) = 4 exp(—x) + ¢1  + c2 2. Determine um majorante para

o erro |f(1/2) —p(1/2)|.

6. Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f

z | -2 0 2
fl@)| 3 6 15

(a) Usando todos os pontos da tabela, determine uma aproximacao de f(3).

(b) supondo que f é um polinémio de grau 3, determine os valores de z € [—2,2]
para os quais o erro absoluto de interpolacao quadratica é maximo.

(c) admitindo que o coeficiente de 2® é 5, determine o valor exacto de f(3), utili-
zando o resultado obtido em (a).

7. Na tabela seguinte sio apresentados valores de uma funcio de classe C? definida no
intervalo ]0, +oo
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z | 08 1.0 16
f(z:) | 1.890 2.000 3.185

(a) Obtenha o polindnio py que interpola f nos pontos da tabela, usando a férmuloa
de Lagrange.

(b) O mesmo que na alinea anterior, mas usando a férmula de Newton.

(¢) Calcule p2(1.3) e, sabendo que f(x)—1/x é um polinémio de grau nao superior
a 2,obtenha um majorante para o erro cometido.

8. Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f:

i | -1 1 4
fl@)| 2 -2 -8

Supondo que f é um polinémio e que

f[_lalaQ] :4a f[_17172a43$] :37 V$GR\{—1,1,2,4},

determine a expressao de f(x).

9. Seja f uma funcao real definida em [a, b] e suponhamos conhecidos os valores f(z;)

em n + 1 pontos distintos zg, - - - , z, € [a,b]. Prove que
fxla"'7x —f.’L'(],"',.f -1
loos - 2 am] = [ n] = [l 1]
Tp — X0

10. Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f

z | -1 0 1 2
f)| 1 1 1 2

(a) Usando a férmula de Newton com diferengas divididas, construa o polinémio
interpolador de f de grau < 3.

(b) Sabendo que f"”(x) = 4x — 1, utilize a alinea anterior para determinar a ex-
pressao exacta de f.

11. Considere a seguinte tabela de valores de uma funcaio f:

z; | 02 034 04 052 06 0.72
flz) [ 016 022 027 029 032 037
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(a) Obtenha f(0.47) usando um polinémio de grau 2.

(b) Admitindo que f € C3[0, 1], determine um majorante para o erro cometido na
alinea anterior.

12. Seja f uma fungao definida no intervalo [0, 1] tal que a sua derivada de ordem m
satisfaz

lFm™ () <m!, m=0,1,2,--

seja ainda p,, o polinémio interpolador de f nos pontos 1,q,q?,--- ,¢", com ¢ ntimeros
real tal que 0 < ¢ < 1. Mostre que

lim p,(0) = f(0).

n—oo

13. Sejam x1,--- ,xps valores reais distintos e f1,--- far os valores correspondentes de
uma funcao f nesses pontos. Prove que existe uma tnica funcao Fj; da forma

M
Fy(a) =) ¢jexp(j)
j=1

para a qual se tem Fy/(x;) = f;, i=1,2,--- M.

14. Sejam lo(z), l1(z), -+ ,ln(z) os polinémios de Lagrange de grau n, associados aos

nés xg, -+, Ty

li(x) = H H
§=0,j#i !

Considere a funcao g definida por

Prove que

(a) g é um polindémio de grau < n.

(b) g(z;) =0, i=0,---,n.
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(¢) g(z) =0, para todo o x.

15. O polinémio de Chebychev de grau n é definido, para = € [—1, 1] por

T, (x) = cos(n arccos )
Prove que

(a) Os polinémios de Chebychev satisfazem a relagdo de recorréncia

To(l‘) =1
Ti(z)=x
Toii(x) =2aT,(z) — Th-1(z), n>1

(b) Sen > 1 o polinémio T;,(x) tem n zeros simples no intervalo [—1, 1], admitindo
a factorizacao

T (z) = 27! ﬁ <x ~ cos (2’“2; ! 71')> .

k=1

(c¢) No intervalo [—1,1] os extremos de T;, sdo 1 e —1, atingidos alternadamente
nos pontos t; = cos %’T, k=0,---,n.

(d) Definam-se os polinémios

e seja I, o conjunto dos polinémios moénicos de ordem n (o coeficiente do termo
de maior grau é 1). demonstre que

T < v, € II,.
zér[iafl] ‘ n(x)‘ > xg[l?ffﬂ lpn ()], Pn n

16. Suponhamos conhecidos os valores de f e f’ nos pontos zg, - ,x, € [a,b]. Seja
Hs, 11 o polinémio de Hermite de grau < 2n + 1 interpolador de f e de f’ nesses
pontos. Prove que se f € C?"*2 entdo, para cada x € [a, b],

2
f(2n+2) (g) n
— H. =< >/ —
@) = Hona(o) = Ty e =)
em que £ = £(x) pertence ao menor intervalo que contém todos os pontos g, z1, - - , Tp, T.
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17. Seja Hs3 o polinémio de Hermite de grau < 3 interpolador de f ef’ nos pontos
2o < 1 € [a,b]. Prove que se f € Clzg,z1] e max |f(t)] < M, entdo ¢ vélida a
t

S aco,a:ﬂ
seguinte férmula de majoracao do erro:

(21 — 20)*

f(@) — Hy(w)] < M0

Vx S [xo, 331].

18. Considere a seguinte tabela de valores de uma funcéao f e sua derivada

Xy 0 2
fi |1
11

(2

oI =

—1

(a) Determine o polinémio interpolador correspondente & tabela dada.

(b) Supondo que f é de classe C%, determine um majorante para o erro f(x)— Hs(x)

19. Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f e sua derivada

$1'012
fil1 2 4
A
o -

Calcule o polinémio que interpola f e as derivadas indicadas na tabela.

20. Considere a seguinte tabela com valores de uma fungao f: R — R:

z | -1 0 1 2
f@)| 1 0 1 16

(a) Determine a melhor aproximagao de f, no sentido dos minimos quadrados,
usando polinémios p de grau < 1.

(b) Idem para polinémios de grau < 2.
(¢) Idem para polinémios de grau < 3.

(d) Determine em todos os casos d(f,p).

21. Considere os pontos

(=5,1), (=3,0), (—1,-1), (1,2).
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(a) Determine a fungao da forma

a
= bx?
9(@) :::+1+x

que melhor apromixa esses pontos no sentido dos minimos quadrados.

(b) Determine a fungao da mesma forma que melhor aproxima o polinémio terpo-
lador que passa nos mesmos pontos.

22. Determine qual a fungio da forma g(z) = a + cx? que melhopr aproxima f(x) =
sin(7x) no intervalo [0,1]. Determine o erro no ponto z = 1, assim como o maior
erro |f(x) — g(x)| cometido nesse intervalo.
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