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1. Considere o sistema de equacdes lineares

x—ay—z=1
2x+y—az=p ,a, ER
—x+(a+1y+z=-1

(a) Classifique o sistema em funcao dos valores dos parametros a e £, indicando nos casos adequados
0 grau de indeterminacgéo (ou o n° de graus de liberdade).

(b) Resolva o sistema, indicando qual o respetivo conjunto solu¢do, nos casos:
(i) a=3ep =1,
(i) a=2ep =2.

Resolucéo:
1 —a -1 1
(a) Considere-se [A|B] = | 2 1 —a| B | e n=3(ndmero de incognitas).
-1 a+1 11-1
Temos:
[ 1 —-a -1 1 1 —-a -1 1
2 1 —afl Bl |0 1+2a —-a+2|f—-2[—
274l lyols
-1 a+1 11-=11 14 LO 1 0 0
1 —a -1 1 1 —a -1 1
0 14+2a —a+2lp-2]"7 “2lo 0 —a+20p-2
Assim:

e Paraa =2 e f =2, 0 sistema é possivel indeterminado (pois r[A|B] = r[A] = 2) com 1
grau de liberdade (3 -2 = 1).
n  r[A]
e Paraa = 2ef # 2,0sistema é impossivel (pois r[A|B] = 3 e r[A] = 2).
e Para a # 2 e qualquer que seja S € R, o sistema é possivel e determinado (pois r[A|B] =
r[A] = 3).



(b)

(i) Coma =3 e B =1, tendo em conta o feito em (a), temos:

1 -3 -1 1
0 1 0] 0
0o 0 -11-1
Vindo:
x—3y—z= x =2
—z=-1 z=1

Pelo que o conjunto solugéo é dado por {(2,0,1)}.

(i) Coma =2 e B = 2, tendo em conta o feito em (a), temos:

1 -2 11
0 1 010
0 O 010
Vindo:
{x—Zy—Zz {x=2+1
y = y=0

Pelo que o conjunto solugéo é dado por {(z + 1,0,z): z € R}.



3. Determine:
(a) o raio de convergéncia e o maior intervalo aberto em que a série de poténcias 2221"5—;3 (x+2)"é
absolutamente convergente.
(b) o polinébmio de Taylor de grau 2 (ou a aproximacdo quadratica) da funcéo f(x) = xé, em torno do

ponto 1, e aproveite o resultado para calcular um valor aproximado de 3/1,1.

Resolucéo:
(a) Considerando y = x + 2, temos a série de poténcias Z;;Olns—fy", cujo raio de convergéncia é dado
por:
n+3
i g 3 (n+3)5"1 (n+3)5 i ‘5n+15 e
e G ] i (n + 4)5" n+4 | n+4 |
T

Pelo que esta série é absolutamente convergente para y € |—5,5]

Sendoy = x + 2, vem:

—S5<x+2<5 o -7<x<3

Logo a série de poténcias Z;flns—f (x + 2)™ é absolutamente convergente para x € |—7,3[.

(b) Sendo f(x) = x§ o0 polinébmio de Taylor de grau 2 em torno do ponto a = 1 é dado por:

! —1)2
fFO+f W -1) +W

Temos:
¢ f=x > fA)=@i=1
¢« f=xF s fO=tw)F=1

4

¢« FO=-2xF 5 fFO=—2@i=-4

Vindo:
1 2(x — 1)
fE~ 1z -1 - =
Logo:
1 1 2(1,1 —1)?
Y1,1=(115=f1,1) =1+ g(1,1 -1) - (2—5)
0,02 0,0008
Pelo que:

Y11~ 1,0192



Pergunta 2
a)

Prolongamento por continuidade:

2
¢ —2x+ 2
li = lim ——
s f@) =l
1
- Oj = +00
22— 2% +2
lim f(x) = lim
rx—1— r—1— x—1
1
= 07_ = —

Logo a funcao nao é prolongavel por continuidade ao ponto x = 1.



Extremos locais:
A primeira derivada da funcao é dada por,

b 22—2 2?—2z+2 2x-1)?— (2 — 22 +2)

f(x)_:n—l_ (r—1)2 (x —1)2

2@ —1)?— (2 - 20+ 1+41)

N (x —1)2 (7)
20 —1)2 = (z —1)2+1)

= BV (8)
_ (””;__12; (10)
_ (<x_—1)2> (11)

Os zeros da primeira derivada sao,
x(x —2)
(z —1)?

Logo os pontos criticos da funcao sao x =0e z = 2.
Uma vez que

f(z) =0« =0r=0Ve=2 (12)

lim f(z) =400 lim f(zr)=-o0 (13)

r—-+00 r—r—00

temos que x = 0 é um ponto de maximo local, sendo o maximo local

f(0) = =2 e x = 2 é um ponto de minimo local, sendo o minimo local
f(2)=2.
Alternativamente podemos ver que,
" 2 1 2
J0)=—5=-2<0 ['(2)=53=2>0 (14)

e pelo teste da segunda derivada chegamos ao mesmo resultado.



Intervalos de monotonia:

x e } —O0,0[ ]071[ ]172[ ]27+OO[
f(x) >0 <0 <0 >0
f(z) | Crescente | Decrescente | Decrescente | Crescente

Tabela 1: Intervalos de monotonia da fungao f(z).

b)

A segunda derivada da funcao é dada por,

2x — 2 z(x — 2)

1
— — 1
1'0) = o ~ 2 (15)
2z —2)(x — 1) — 2z(x — 2)
_ 1
_ (222 — 22) — (22 — 2) — (222 — 42) (17)
(x —1)%
_ 22" -2 -2 +2-2%+4a (18)
(@ 1)7
2
= 19
(20)
Concavidades:
xe€ |]|—o00,1] | |1,400|
1" () <0 >0
f(z) | Concava | Convexa
Tabela 2: Concavidades da fungao f(x).
Assintotas obliquas:
A direita,
2—2x42
m= lim 1% _ gy T2 (21)
r—+o0 z—+oo  x(r —1)



22z +2—2? —z+2
lim s rr_ lim — e -1 (23)
z—400 (x—1) z—=+oo x — 1

22z +2
m = lim f(z) — lim R 1 (24)
T—o—00 T T——00 x(q: — 1)

= lim f(x) - 1 M - (25)
p _zaufnoo v me = mﬁufnoo (x —1) v
2204222 —z +2

fm AT ETAT g, PR (26)

T——00 (,’L‘ - 1) z——00 x — 1

Logo arecta y = x—1 é uma assintota obliqua da funcao f(z) (a esquerda
e a direita).



R: Aplicando o método de primitivacao por partes, temos que

/ (x — a) (z — b) " (2)d = (x — a) (z — b) f'(x) - / (@ = b) + (z — ) f(x)da.

Aplicando novamente a primitivacdo por partes, obtemos

/((w —b) + (z—a)) f(2)de = ((z = b) + (x — a)) f(z) - /Qf(x)drc,
e portanto
/ (z—a)(z—0b) f(z)ds = (v —a) (z = b) f'(z) = (z = b) + (z — a)) f(2)

4 Q/f(a:)dx el

Logo, como f(a) = f(b) = 0, temos

/ab (z—a) (@—b) f'(@)de = [(z - a) (& = b) f'(2) = (& = b) + (= — @) f()],

+2 / ' f(a)da
—0— (b—a)f(d) +(a—b)f(a)—|—2/abf(x)da:
—9 / ’ fa)de.

No enunciado havia uma gralha: a igualdade apresentada era [ (z — a) (z — b) f"(2)dz = 2 [* f(z)da

e nao f: (x —a)(z—=0) f"(z)dx = 2f;f(a:)d:1c. De forma a nao prejudicar nenhum aluno, na correcgao
ambas as igualdades foram consideradas correctas.



