
�� ���������� ��� �� ������ �������� ������� ������������ ���
��������� �� �������� �� �������� �� ������� ��������

���������� ����� ������������� �� �������� �� �������� �� �������
�������� ���� (X,F , µ) �� ������ �� ������ � ϕ,ψ ���� ������� ����
���� �� X� ������

�� �� ϕ ≤ ψ �����
�
E ϕ dµ ≤

�
E ψ dµ�

�� �� Ei ⊂ X� i = 1, 2, . . . � ��� �������� �� ��������� ���������
����� �

�∞
i=1 Ei

ϕ dµ =

∞�

i=1

�

Ei

ϕ dµ .

�� �������� ��� ���� a > 0� aϕ � ��� ������ ������� �
�

E
aϕ dµ = a

�

E
ϕ dµ .

�� � ���� ϕ+ ψ � ��� ������ ������� �
�

E
ϕ+ ψ dµ =

�

E
ϕ dµ+

�

E
ψ dµ .

�������������

�� ��� ��������� ���

�� ����� ������� �� �������� �� �������� �� �������� � �� σ������������
�� ������ µ ���

�
�∞

i=1 Ei

ϕ dµ =
n�

j=1

ajµ(
∞�

i=1

Ei ∩Aj) =
n�

j=1

∞�

i=1

ajµ(Ei ∩Aj)

=
∞�

i=1

n�

j=1

ajµ(Ei ∩Aj) =
∞�

i=1

�

Ei

ϕ dµ

�� �� ϕ =
�

ciχAi ����� aϕ =
�

aciχAi � ����
�

E
aϕ dµ =

�
aciµ(E ∩Ai) = a

�
ciµ(E ∩Ai) = a

�

E
ϕ dµ .

�� �� ϕ =
�

ciχAi � ψ =
�

bjχBj �����

ϕ+ ψ =
�

i,j

(ci + bj)χAi∩Bj .

��� ����� �����
�

Ai∩Bj

ϕ+ψ dµ = (ci+bj)µ(Ai∩Bj) =

�

Ai∩Bj

ϕ dµ+

�

Ai∩Bj

ψ dµ .

��



����� ���� E =
�

i,j Ai ∩ Bj � Ai ∩ Bj ��� ���������� ����� ��
������� ����������� ����� ���������� ���

�

E
ϕ+ ψ dµ =

�
�

i,j Ai∩Bj

ϕ+ ψ dµ

=
�

i,j

�

Ai∩Bj

ϕ+ ψ dµ

=
�

i,j

�

Ai∩Bj

ϕ dµ+
�

i,j

�

Ai∩Bj

ψ dµ

=

�

E
ϕ dµ+

�

E
ψ dµ

����� ���������� �� ������� �����������

���� (X,F , µ) �� ������ �� ������� �� ������� �������� � ��������
�� �������� ���� ������� ����������� ��� ��������� ������ � ��
��������� �������� �� �������� ���� ������� ��������

�������� ���� � �������� �� �������� �� ��� ������ ������

����� ��� �������� f : X → [0,∞] �� E ⊆ X �������� � ������ µ �
� ������

�

E
f dµ = sup

��

E
ϕ dµ : ϕ ≤ f � ��� ������ �������

�

������� ��� � �������� � ������ ��� �������� � ���� ����� � �����
∞�

������ f � ��� ������ �������� ������� ���� ��������� �� �����
���� �� �������� ���� ������� �������� �� �������� ����� �� ��������
����������� �� ���������� ���� ��� � ������� � �������� ������
ϕ = f � ���� �� ���� ��������� ��� ������������ ������ f � ��������

���������� ����� ������������� �� �������� �� ��������� ����� f, g :
X → [0,∞] ���� ������� ����������� ��� ���������� �����

�� �� f ≤ g �����
�
E f dµ ≤

�
E g dµ�

�� �� A ⊂ B �����
�
A f dµ ≤

�
B f dµ�

�� �� c ∈ [0,∞) �����
�
E cf dµ = c

�
E f dµ�

�� �� f = 0 �����
�
E f dµ = 0�

�� �� µ(E) = 0 �����
�
E f dµ = 0�

��
�
E f dµ =

�
X χEf dµ�

��



������������� �������� ���� ����������

� ���������� ��� �� ����� � �������� ����� ������ ������� ����
�������� ���� ������� ����������� ���������� ��� �� �������� ����
������� ��������

���������� ����� ���� f : X → [0,∞] ��� ������ ����������� ���
��� ������ ��� �������� ϕn� n = 1, 2, . . . �� ������� ������� ��������
�� X ��� ��� ϕn � f � �� ���� ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ ϕ3 ≤ · · · �

lim
n→∞

ϕn(x) = f(x), ∀x ∈ X .

������������� ���� ���� n ≥ 1 ��������

En,k =

�
x ∈ X :

k − 1

2n
≤ f(x) ≤ k

2n

�
� Fn = {x ∈ X : f(x) ≥ n} .

���� f � ���������� ����� ��� En,k � Fn ��� ��������� ������������
����

ϕn = nχFn +

n2n�

k=1

k − 1

2n
χEn,k

.

� ����� �������� ϕn � ��� �������� ��������� �� ������� ������� � ���
�������� ������������ ���� f �

��������� ��� ����� f, g : X → [0,∞] ���� ������� ������������
������ ��� f + g � f · g ��� ������� ����������� �� X → [0,∞]�
������ ��� �� ����������� ���� � ������

�� �������� ������������ ���� ���������� ������������ ��� ����
����� �������� �� ������ ������ �� ������� ��� ��������� ���� �������
����������� ��� ����������

������� ���� ��� ������������ ���������� ���� fn : X → [0,∞]
��� �������� �� ������� ����������� ��� ��������� ��� ��� fn � f �
�� ����� f1 ≤ f2 ≤ · · · � limn→∞ fn(x) = f(x) ���� ���� x ∈ X� �����
f � ���������� �

lim
n→∞

�

X
fn dµ =

�

X
f dµ .

������������� ���� f1 ≤ f2 ≤ · · · �����
�
X f1 dµ ≤

�
X f2 dµ ≤

· · · ���� ���������� ����� ����� ������ �� α ∈ [0,∞] ��� ���

lim
n→∞

�

X
fn dµ = α .

���� ���������� ����� f = limn→∞ fn � ����������� ��������� �����
������ ���

α =

�

X
f dµ .

��



• (α ≤
�
X f dµ)� ���� fn ≤ f ����� ���

�
X fn dµ ≤

�
X f dµ ����

���� n = 1, 2, . . .� ���� α ≤
�
X f dµ�

• (α ≥
�
X f dµ)� � ����� ����� ������������ � �� ����� ����

���������� ����� ������� � ��������
�
X fn �� �������� ��������

���� ϕ ��� ������ ������� ��� ��� ϕ ≤ f � ���� 0 < c < 1
��������

En = {x ∈ X : fn(x) ≥ cϕ(x)} .

������� ��� E1 ⊂ E2 ⊂ E3 ⊂ · · · ������� f1 ≤ f2 ≤ · · · � ��
nEn = X ������� f > cϕ ���� ���� c ∈]0, 1[ � fn � f � ����

���� ���� x ∈ X ������ �� n ≥ 1 ��� ��� fn(x) ≥ cϕ(x)�� �����
�

X
fn dµ ≥

�

En

fn dµ ≥ c

�

En

ϕ dµ , n = 1, 2, . . .

������� n → ∞ �� ������������ �������� ��������

α ≥ c

�

X
ϕ dµ .

���� c � ϕ ≤ f ��� ������������ ����� �� �������� �� ��������
�� �������� ���

α ≥ sup

��

X
ϕ dµ : ϕ ≤ f

�
=

�

X
f dµ .

������� ����� ������� fn = χ[n,n+1]� � ����� ���
�
R fn dm = 1

���� ���� n ≥ 1 � lim fn = 0� ����
�
R(lim fn) dm �= lim

�
R fn dm�

������� ���� ���������� ��� ���� �� ������� ���� fn : X → [0,∞]
��� �������� �� ������� ������������ �����

�

X
lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

�

X
fn dµ .

������������� ���� gn(x) = infk≥n fk(x)� ����� gn ≤ fn �
�

X
gn dµ ≤

�

X
fn dµ , n = 1, 2, . . .

��� ����� ���� g1 ≤ g2 ≤ g3 ≤ · · · ���� ���� gn � ���������� �
limn→∞ gn = lim inf fn ��� �������� �� ������ ��������� ����� � ����
���� �� ������������ �������� ������� ���

lim
n→∞

�

X
gn dµ =

�

X
lim inf
n→∞

fn dµ .

��



������� n → ∞ �� ������������ �������� ��������
�

X
lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

�

X
fn dµ .

������� ����� ����� fn : X → [0,∞]� n = 1, 2, . . . ������� ������
������ �

f(x) =
∞�

n=1

fn(x), ∀x ∈ X .

����� �

X
f dµ =

∞�

n=1

�

X
fn dµ .

������������� ����������

��������� ��� ��������� � ������� ����� ������ ��������� ��
�������� ����� ��� ���� ����� � ��� � ���������� ���� � � �������
�� ������������ ����������

������� ����� ��������� �� ������ �� ������ (X,F , µ) � ���� f :
X → [0,∞] ��� ������ ����������� ����� � ������ ν : F → [0,∞]
������� ���

ν(E) =

�

E
f dµ , E ∈ F

� ��� ������ �� (X,F)� ��������������� �� g : X → [0,∞] � ���
������ ���������� �����

�

X
g dν =

�

X
g · f dµ . �����

������������� � ������������ �� ��� � ������ ν � ��� ������
�������� ���� ���������� ������� � ������������ �� ������� ������

• � ������� � ������ ������ g = χE � �� �����
�

X
χE dν = ν(E) =

�

E
f dµ =

�

X
χE · f dµ .

• � ������� � ������ ���� �������� ������ �������� �� ����� g =�n
i=1 ciχEi ��� Ei ���������� �� ������

�

X

�

i

ciχEi dν =
�

i

ci

�

X
χEi dν

=
�

i

ci

�

X
χEi · f dµ

=

�

X
(
�

i

ciχEi) · f dµ

��



• � ������� � ������ ���� �������� g ����������� �� ������ ���
����� � ���������� ���� ������ ��� �������� �� ������� �������
ϕn � g� ��������� � ������� �� ������������ �������� ������

�

X
g dν = lim

n→∞

�

X
ϕn dν = lim

n→∞

�

X
ϕn · f dµ =

�

X
g · f dµ

��������� ��� ��������� � �������� ����� �� ������� ����� �� �����
��� � ������ ν : F → [0,∞] ������� ���

ν(E) =

�

E
f dµ , E ∈ F

� ��� ������� ������ ��� � ����������� ��� �� ���������� ���� � �
������� ���� ���� ������� � σ��������������

���������� ����� � ������� �������� ���������� ��� ���� ��� ������
����������� � �������� �� �������� �� ��� ����� ����� �� ������� ���
������� �� ��������� � ����� � ���� ��� ��������� ��������� � ����
���������

���������� ����� �� �������� �� ������� �������� ������� ��������
����������� dν = f dµ�

������� ����� ���� (X,P(X), δa) � ������ �� ������ ���� δa �
������ �� ����� �������� ����������� �� a ∈ X� ���� ��� ������
���������� f : X → [0,∞] ������ �������� � �������� �� �������� ��
f � ��������� �� ������� ���� ��� ���

�

X
f dδa =

�

{a}
f dδa +

�

X\{a}
f dδa .

��� ��� ��� δa(X \{a}) = 0 ������ ��� � ������� �������� � �����
���� �

X
f dδa =

�

{a}
f dδa =

�

X
χ{a}f dδa .

��� χ{a}f = f(a)χ{a} � ��� ������ �������� �����
�

X
f dδa = f(a)× δa({a}) = f(a) .

��������� ��� ��������� � ������ �� ������ (X,F , µ) ���� µ � �
������ �� ��������� ���� A = {x1, x2, x3} �� ����������� �� X �
h : X → [0,∞] ��� ������ ����������� ������ ���

�� χA · h � ��� ������ �������� ���� χA � � ������ ��������������
�� A�

�� �������
�
A h dµ�

��


