Na proposicdo que se segue, reunimos algumas propriedades im-
portantes do integral de Lebesgue de fungbes simples.

Proposicao 2.16. [Propriedades do integral de Lebesgue de fungoes
simples| Seja (X, F, 1) um espago de medida e @, duas fungées sim-
ples em X. Entdo:

1. Se p <1 entao fEcpdung¢du.

2. Se B; C X,i=1,2,... é uma sucessGo de conjuntos disjuntos

entao
o0
/ pdp=">" / pd.
U2, B: i=1 Y Ei

3. Qualquer que seja a > 0, ap é uma funcdo simples e

/agodu:a/ pdi .
E E

4. A soma ¢+ é uma funcao simples e
/ Wrwdu:/ tpdu+/ Ydp.
E E E
Demonstracao.

1. Ver Exercicio 29.

2. Segue directo da definigao de integral de Lebesgue e da o-aditividade

da medida p que

/Uoo pdp = Zaju UE NAj) ZZa],uEﬂA)

i1 Ei 7j=11:i=1

_ZZWE NA;) Z/ odpu

=1 j=1

3. Se ¢ =) cixa, entdo ap = > ac;x4,. Logo

/agpdu—Zaciu(EﬂAi)—aZcm(EﬁAi)—a/ odpu.
E E
4. Se p =) cixa, e Y =) bjxp, entdo

p+= Z(Ci +bj)xa:nB; -
i?j

Por outro lado,

[ ervan=teipuans) = [ pdpr [ wvan.
AiﬁB]- AiﬂBj AiﬂBj
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Logo, como FE = Uw A; N Bj e A; N B; sao disjuntos, segue da
segunda propriedade desta proposicao que

/w+wmu3/ e+ Ydu
E U, , AiNB;

1,7 J

=§:/‘ ¢+ ¢ du

i, AiﬂBj

= pdp+ /ﬁ Ydp
’sz:/AimBj ’LZ,j: AiﬂBj

:/¢w+/¢w
E E

2.3.2 Integracao de fungoes mensuraveis

Seja (X, F, u) um espago de medida. De seguida definimos o integral
de Lebesgue para funcoes mensuraveis nao negativas usando o ja
conhecido integral de Lebesgue para fungbes simples.

Definicao 2.3. O integral de Lebesgue de uma fun¢ao mensu-
ravel nao negativa f: X — [0,00] em E C X relativo & medida p é
0 numero

/ fdp=sup {/ wdp :p < féuma funcao simples}
E E

Note-se que o integral é sempre nao negativo e pode tomar o valor
00.

Quando f é uma func¢io simples, obtemos duas defini¢oes de inte-
gral de Lebesgue para fungoes simples. No entanto, segue da primeira
propriedade da Proposicao 2.16 que o supremo é atingido quando
@ = f. Logo as duas definigdes sdo equivalentes quando f é simples.

Proposicao 2.17. [Propriedades do Integral de Lebesgue] Sejam f, g :
X — [0,00] duas fungdes mensurdveis nao negativas. Entao

Se f < g entdo fEfd,quEgdu.
Se A C B entio [, fdu< [5fdpu.
Se ¢ € [0,00) entio [pefdu=c [4 fdp.
Se f=0 entdofEfduzo.

Se w(E) =0 entio [ fdu = 0.
Jefdu= [y xefdu.

S S e =
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Demonstracao. Deixa-se como exercicio. ]

A proposicdo que se segue é bastante util, porque permite gen-
eralizar para fun¢bes mensuraveis resultados que se conhecem para
fungoes simples.

Proposicao 2.18. Seja f: X — [0,00] uma fungdo mensurdvel. En-
tao existe uma sucessio on, n = 1,2,... de funcoes simples definidas
em X tal que on /' f. Ou seja o1 <o <z <--- e

li_)m on(z) = f(z), Vo € X.

Demonstracao. Para cada n > 1 define-se

k—1 k
En,k:{:z;EX:ZnSf(:L’)STL} e F,={reX: f(x)>n}.
Como f & mensuravel segue que E, 1, e I}, sao conjuntos mensurdveis.
Seja

n2" E—1
gDn = nXF'rL + Z 2n XEn,k °
k=1

E facil verificar ¢,, ¢ uma sucessao crescente de funcdes simples e que
converge pontualmente para f. O

Exercicio 30. Sejam f,g : X — [0,00] duas fungdes mensuraveis.
Mostre que f + g e f - g sao funcbes mensuraveis de X — [0, 00].
(Dica: Use as Proposigoes 2.12 e 2.18).

De seguida, apresentamos trés resultados fundamentais que per-
mitem efectuar as usuais trocas de limites com integrais para fungoes
mensuraveis nao negativas.

Teorema 2.19 (da convergéncia monétona). Seja fr, : X — [0, 00]
uma sucessao de fungdes mensurdveis nao negativas tal que fr, 7 f,
ou seja, f1 < fo < -+ elimy, o0 fn(x) = f(2) para todo x € X. Entdo
f € mensurdvel e

lim fndu:/fdu.

Demonstragao. Como fi < fo < --- entdo [y fidp < [y fodp <
.-+ pela Proposigao 2.17. Logo, existe um « € [0, o] tal que

nh_}n;o fndu=«.

Pela Proposicao 2.12, f = lim,_,o fn & mensuravel. Portanto, resta

provar que
@ :/ fdu.
X
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o (o< [y fdp): Como f,, < f temos que [y fndu < [y fdup para
todo n=1,2,.... Logo a < [y fdp.

o (o > [y fdu): A prova desta desigualdade é um pouco mais
elaborada. Vamos minorar o integral [ f, da seguinte maneira.
Seja ¢ uma fungdo simples tal que ¢ < f. Dado 0 < ¢ < 1
define-se

Bo={z € X : fulw) = cpla)} .

Note-se que E1 C Ey C E3 C --- (porque f; < fo < ---)e
U, En = X (porque f > cy para todo ¢ €]0,1[ e f, /7 f, logo
para todo = € X existe um n > 1 tal que f,(z) > cp(z)). Entao

/fnd;LZ/ fnd;LZc/ pdu, n=12,...
X E7L ETL

Tomando n — oo na desigualdade anterior obtém-se

0420/ pdi .
b'e

Como c e ¢ < f sdo arbitrarios, segue da definicao do integral
de Lebesgue que

a>sup{/Xsodu:s0<f}=/deu-

O]

Exemplo 2.20. Tome-se f, = Xjpnt1]- E claro que [p fndm =1
para todo n > 1 e lim f, = 0. Logo [p(lim f,) dm # lim [ fn dm.

Teorema 2.21 (conhecido por Lema de Fatou). Seja f, : X — [0, o0]
uma sucessao de fungées mensurdveis. Entao

/ liminf f, du < lim inf/ fndu.
X - JX

n—o0 n

Demonstracao. Seja gn(x) = infy>, fr(x). Entdo g, < fn e

/gndﬂg/fndﬂ7 n=12 ...
X X

Por outro lado g1 < g2 < g3 < --- onde cada g, é mensuravel e
limy, 00 g = liminf f,, por definicdo de limite inferior. Logo, o Teo-
rema da convergéncia monétona implica que

lim gndp = / liminf f, dp .
n—oo X

X n—o0
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Tomando n — oo na desigualdade anterior obtém-se

/ liminf f, dp < liminf/ fndu.
X n— o0 X

n—o0

O]

Teorema 2.22. Sejam f, : X — [0,00], n = 1,2,... funcdes mensu-
raveis e

fl@)=> fu(z), VzeX.
n=1

/deuzgl/xfndu.

Demonstracao. Exercicio. [

FEntao

Exercicio 31. Demonstre o Teorema 2.22. (Dica: Considere em
primeiro lugar uma soma finita e use a Proposicao 2.18 e o Teorema
da convergéncia monétona.)

Teorema 2.23. Considere um espago de medida (X, F,u) e seja f :
X — [0,00] uma fun¢do mensurdvel. Entdo a funcio v : F — [0, 0]
definida por

U(E):/Efdu, EeF

é uma medida em (X, F). Adicionalmente, se g : X — [0,00] é uma
fungdo mensurdvel entdo

/ngV:/Xg-fdu. 2.1)

Demonstracao. A demonstracdo de que a funcao v ¢ uma medida
deixa-se como exercicio. Fagamos a demonstragao da formula (2.1).

e A formula é valida quando g = yg. De facto

/XXEdV:V(E):/EfdM:/XXE'fdM~

e A formula é valida para qualquer funcao simples, ou seja, g =
>y ciXE, com Ej; disjuntos. De facto,

g dr =S¢ d
/Xzi:CXEZ 4 Zj:c /XXEZ v
Zi:c /XXEL fdu
— g fd
/X@cm) fdu
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e A férmula é valida para qualquer g mensuravel. De facto, se-
gundo a Proposicao 2.18 existe uma sucessao de funcoes simples
on " g. Aplicando o teorema da convergéncia mondtona tem-se

/gdu: lim [ ¢,dv= lim/wn-fduz/g-fdu
X n—oo X n—o0 X X

O]

Exercicio 32. Demonstre a primeira parte do Teorema 2.23, ou seja,
que a func¢ao v : F — [0, o0] definida por

Z/(E)—/Efdu, EeF

¢ uma medida. (Dica: Use a propriedade (6) da Proposi¢dao 2.17 e¢ o
Teorema 2.22 para mostrar a o-aditividade.)

Observacao 2.24. O teorema anterior estabelece que dada uma funcao
mensuravel, o integral de Lebesgue de uma unido finita ou infinita nu-
meravel de conjuntos é igual & soma dos integrais relativos a cada
conjunto.

Observacgao 2.25. No contexto do teorema anterior podemos escrever
formalmente dv = f dpu.

Exemplo 2.26. Seja (X,P(X),0,) o espaco de medida onde ¢, é
medida de massa unitaria concentrada em a € X. Dada uma funcao
mensuravel f: X — [0, 00] iremos calcular o integral de Lebesgue de
f. Atendendo ao Teorema 2.23 vem que

/fdaa: fd5a+/ fds,.
X {a} X\{a}

Uma vez que 0,(X \ {a}) = 0 tem-se que o segundo integral é zero.

Logo
/fdéa: fdéa:/x{a}fdéa.
X {a} X

Mas X (a1 f = f(a)x{a) € uma funcio simples. Logo,

/ fdba = f(a) x 8a({a}) = f(a).
X

Exercicio 33. Considere o espago de medida (X, F,u) onde p é a
medida de contagem. Seja A = {z1,x2, 23} um subconjunto de X e
h: X — [0,00] uma fun¢ao mensuravel. Mostre que

1. x4 - h € uma funcao simples, onde x4 € a funcao caracteristica
de A.

2. Calcule fAhdu.
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