2.4 Integracao de funcoes complexas e espaco
1

L (p)

Seja p uma medida no espago mensuravel (X, F). A teoria de inte-

gragao para fungoes complexas é uma generalizagao imediata da teoria
de integracao de func¢bes nao negativas.

Definigao 2.4. Define-se £!(11) o conjunto de todas as fungdes com-
plexas mensuraveis f : X — C tais que

Lm<m.

Observagao 2.27. Segue da Proposi¢ao 2.7 que |f| : X — [0,00[ &
uma funcao mensuréavel. Logo, faz sentido [y | f].

Uma funcdo f € L£'(p) diz-se uma fungao integravel em X no
sentido de Lebesgue, relativamente & medida u. Neste caso, tomando
f = u+iv, onde u,v : X — R sdo fungbes mensuraveis, define-se
o integral de Lebesgue da fungao complexa f em F, relativo a
medida ¢ como sendo o nimero

/fduz/zﬁdu—/u_d,u,—i-i/frd,u—i/v_du
E E E E E

onde u™,v" e u~,v™ sdo a parte positiva e negativa de u, v respecti-
vamente. Note-se que f é integravel em E sse fE utdp e fE vE dp séo
finitos.

Teorema 2.28 (Propriedades). Sejam f,g € L' (1) e o, B € C. Entdo
1. af +Bg € LY(p).
2. [x(af +Bg)du=ca [ fdu+B [y gdu.
3. | [ Fdp| < [ |f] du.

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

Observacao 2.29. £!(u) é um espaco linear.

Exemplo 2.30. Tome-se o espaco de medida (R, B(R), 1) onde p é a
medida de contagem. Considere-se o Boreliano E = {—2,—-1,1,2} e
g : R = R a fun¢ao mensuravel g(x) = x. Entao, pela defini¢ao de
integral de Lebesgue

/gdu=/g+du—/g‘du
E E E
:/XE'g+dM_/ Xe- 9 dp.
X X
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Note-se que xg - g© é uma funcio simples, de facto

Xe- 9" =9 (=2)x(—2y + 9T (= Dxq—1y + 9" (Wxqy + 97 (2)xq2y -
Logo,

/X e gt dp =gt (Wp1}) + gt @u2)) = 1x 1 +2x1=3.

De maneira anéloga tem-se [y xg - g~ du = 3. Logo, [, gdu = 0.

Como ja mencionado anteriormente, do ponto de vista da teoria
da medida e integragao, os conjuntos de medida nula sao desprezaveis.
De facto, se f = g excepto num conjunto de medida nula N entao

/deuz/xgdu-

Portanto, diz-se que uma func¢ao f satisfaz a propriedade (P) quase
certamente (g.c.) em F se f satisfizer essa propriedade para todos
os pontos em E & excep¢ao de um conjunto de medida nula.

Teorema 2.31. Seja (X, F,p) um espago de medida. Entao
1. Se f: X —[0,00] é mensurdvel e [ fdu =0 para algum E € F
entao f =0 g.c. em E.
2. Se f e LYu) e Jg fdp =0 para todo E € F entio f =0 q.c.
em X.

Demonstracgao.

1. Tome-se o conjunto mensuravel £, = {z € E: f(z) > 1/n}. En-
tao 0 = [, fdu > [y fdu > [p 1/ndu = p(E,)/n. Logo
pw(En) = 0. Uma vez que u(lJ,, En) = 0, segue que f > 0 para
um conjunto de medida nula, ou seja, f =0 q.c.

2. Deixa-se como exercicio.

2.5 Integral de Lebesgue-Stieltjes

Numa secgao anterior, construiriam-se medidas de Lebesgue-Stieltjes
em R, isto é, dada uma funcao de distribui¢do F' existe um espaco de
medida completo (R, Mg, mp) onde mp é designada por medida de
Lebesgue-Stieltjes. Tome-se uma func¢ao g : R — R mensuravel relati-
vamente a o-adlgebra Mp. Ao integral de g relativamente & medida mp
designa-se por integral de Lebesgue-Stieltjes e é usual escrever-se

/gde:/ng.
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2.6 Teorema da convergéncia dominada

No contexto das fungbes mensuraveis nao negativas o teorema da con-
vergéncia monétona garante que para uma sucessao de fungoes que
convergem monotonamente para uma fungao entao o integral da fungao
limite é igual ao limite dos integrais das respectivas funcgoes.

Nesta secgdo enunciamos um teorema semelhante ao da convergén-
cia mondtona. O teorema que se segue, estabelece um conjunto de
condigoes suficientes para se proceder & troca de limites com integral
quando as fungoes a integrar tomam valores complexos.

Teorema 2.32 (da convergéncia dominada). Seja f, : X — C uma
sucessao de fungoes mensurdveis e g : X — [0,00) uma fungao inte-
grdvel, isto é g € L (1), tal que para todo n > 1 se tem |fn] < g.

Se f = lim,, f, entdo f € L'(u) e

lim fnd,u:/fdu.

Demonstragao. Tomando parte real e imaginaria, pode-se supor
que fn e f sao fungoes reais. Logo —g < f, < g. Como f = lim, f,
temos que f é mensuravel e —g < f < g. Aplicando o lema de Fatou
a sucessao f, + g > 0 obtém-se

/ f+gdu < liminf/ fn+gdu.
X n—oo X
Segue do facto de g ser integravel que

/ fdugliminf/ fandu.
D' n—oo X

Aplicando mais uma vez o lema de Fatou, mas agora a sucessao g— f,, >

0, obtém-se
/ g—fdp< liminf/ g— fndu,
X n—oo X

ou escrito de forma equivalente

limsup/ fnd,ug/fd,u.
n—o0 X X
O

Exercicio 34. Considere-se o espago mensuravel (X, P(X)). Seja A =
{1,292, x3,...} um subconjunto numeréavel de X e p: P(X) — [0, o0]

a seguinte fungao
N(E) = E Qi
z,€ER

onde oy, ¢ = 1,2,... sdo nimeros reais nao negativos. Mostre que
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1. p é uma medida, designada por medida discreta.
2. u=73 2, a0, onde &, ¢ a medida de Dirac.
3. Dada uma fungdo mensuravel f : X — [0, 00],

/E fdp=S" fes)as.

r,€E

2.7 Relacao com integral de Riemann

Nesta seccao relacionamos o integral de Riemann com o recém definido
integral de Lebesgue. Relembremos o conceito de integral de Riemann.
Seja f : [a,b] — R uma fungao real limitada onde a < b. Uma par-
ticao do intervalo [a, b] ¢ um conjunto finito P = {ag, a1, ..., a,} onde

a=ay<a; <...<ap=0>o.

Dada uma partigao P pode-se definir as somas inferior e superior
de Riemann da fungéo f relativas a particao P,

X(f, P) = Zmi(ai —a;i-1) e X(f,P)= ZMi(ai —aj-1),
i=1 i=1

ondem; =inf{f(x) 1 a;_1 <z <a;} e M; =sup{f(z) :ai—1 <z < a;}.
Uma vez que f é limitada estes niimeros existem. Por fim define-se

b
/ f =inf {S(f, P) : P é uma particao de [a,b]} ,

b
/ f=sup{X(f,P): P é&uma partigao de [a,b]} .

. . L . R b b
Finalmente, diz-se que f é integravel & Riemann sse fi f=/f
e ¢ comum denotar-se este ntimero por

/abf(x) da .

O seguinte teorema permite relacionar o integral de Riemann com
o integral de Lebesgue.

Teorema 2.33. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. Se f for
integrdvel a Riemann entao f € integrdvel relativamente a medida de
Lebesque e os integrais coincidem,

/abf(x) dx = /[a,b} fdm.
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Demonstragao. Ver demonstragao em [1]. O

Exemplo 2.34. 1. Se f:[a,b] — R é continua entdo ¢ integravel a
Riemann. Para além disso, se tiver uma primitiva, isto é, existir
uma fungao F : [a,b] — R tal que F’ = f entao

b
F(b)—F(a):/ f(x)dx.

2. H&a fungoes simples que nao sao integréveis & Riemann, como
¢ o caso da funcao caracteristica xg : [0,1] — R. De facto,
X(xg,P) = 0 e X(xq,P) = 1 para toda a particdo P. Logo

-1 1
Joxea # Jy xa-
Exemplo 2.35. Considere-se a medida de Borel m no espago mensu-
ravel ([0, 1], B(]0, 1]) e a seguinte sucessao de fungoes reais
_ nsinzx
14 n2gl/2

fn(x) n=12...

parax € [0,1]. E claro que lim,, f,, = 0. Para concluir que lim,, f[o 1 fndm =
0 basta, usando o teorema da convergéncia dominada, encontrar uma
funcao integravel g > 0 tal que |f,| < g. Majorando f,, obtém-se
n 1 1
< .
=14 n2zl/2 = ppl/2 = 4172

nsinx
1+ n2z1/?

Por outro lado, %/2 é integravel & Riemann no intervalo [0, 1]. Logo
x

| fn| € majorada por uma funcao integravel (no sentido de Lebesgue).
Segue do teorema da convergéncia dominada que lim, f[o 1] fndm = 0.

Exercicio 35. Use o teorema da convergéncia dominada para calcular

lim Ve dx .

n—oo [; 1+ nad

2.8 Continuidade absoluta e Teorema de Radon-
Nikodym

Seja (X, F,u) um espago de medida e f : X — [0,00] uma funcao
mensuravel. Como foi visto, a fungao v : F — [0, co] definida por

v(E) —/Efdu,

¢ uma medida no espago mensuravel (X,F). A medida v tem a
seguinte propriedade: se u(FE) = 0 entdo v(E) = 0. Esta propriedade
é de fundamental importancia para teoria de probabilidades como ver-
emos adiante.
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Definigao 2.5. Seja (X, F) um espago mensuravel e , A duas medidas
definidas neste espago. Diz-se que A é absolutamente continua
relativamente a p e escreve-se A < p sse para todo E € F tal que
u(E) =0 entao A(F) = 0.

A defini¢ao anterior diz que A < p sse todos os conjuntos de medida
nula de p forem também conjuntos de medida nula para A. No entanto,
A pode ter mais conjuntos de medida nula que p.

Acabamos de ver que todas a medidas v construidas através do
integral [ g [ du sdo absolutamente continuas relativamente a pu. A
questao que se coloca é: sera que todas a medidas absolutamente con-
tinuas relativamente a p podem ser obtidas dessa maneira? A resposta
a esta questao é dada pelo teorema de Radon-Nikodym.

Teorema 2.36 (de Radon-Nikodym). Sejam A e u duas medidas fini-
tas definidas em (X, F) tal que A < p. Entao existe uma tinica fungao
h € LY(u) tal que

)\(E):/hd,u, VE € F.
E

Demonstragao. A demonstrac¢ao pode ser encontrada em [1]. [

A funcdo h designa-se por derivada no sentido de Radon-
Nikodym de A e escreve-se formalmente

d\
h=—.

dp
Observagao 2.37. A unicidade de h no teorema de Radon-Nikodym
deve ser entendida no seguinte sentido: se f é outra funcao em £!(1)

tal que A\(E) = [, fdu entdo f = h q.c.

Observagao 2.38. O teorema de Radon-Nikodym ¢é valido para o
caso mais geral de A e p serem duas medidas o-finitas, como é o caso
da medida de Lebesgue. Uma medida p de (X, F) diz-se o-finita
sse existirem conjuntos mensuraveis A, € F, n = 1,2,... tal que
U2 An = X e p(Ayn) < oo paratodon=1,2,....

Definigao 2.6. Seja (X, F, 1) um espago de medida e A € F. Diz-se
que p estd concentrada em A sse

w(E)=pn(ENA), VEeF.

Definigao 2.7. Duas medidas p e A definidas em (X,F) dizem-se
mutuamente singulares e escreve-se p L A sse existem dois con-
juntos disjuntos A, B € F tal que pu esta concentrada em A e A esta
concentrada em B.
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