1.3 Conjuntos de medida nula

Seja (X, F,u) um espago de medida. Um subconjunto A C X é um
conjunto de medida nula se existir B € F tal que A C B e u(B) = 0.
Do ponto de vista da teoria da medida, os conjuntos de medida nula
sao desprezaveis. No entanto, é conveniente que todos os conjuntos de
medida nula sejam também conjuntos mensuraveis, isto é, elementos
de F. Um espacgo de medida com esta propriedade diz-se completo.

Proposigao 1.5. A uniao numerdvel de conjuntos de medida nula é
um conjunto de medida nula.

Demonstracao. Deixa-se como exercicio. ]

A diferencga simétrica entre dois conjuntos A e B é o conjunto
AANB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANB).

Se A A B é um conjunto de medida nula entdao A e B sao pu-
equivalentes. Se adicionalmente, A e B sdo mensuraveis entao u(A) =
u(B) = n(AN B) = p(AU B) (porque?).

Exercicio 11. Seja (X, F, u) um espago de medida e A, B C X dois
conjuntos. Mostre que sao equivalentes
1. A é p-equivalente a B.

2. existe um conjunto N C X de medida nula tal que A N N¢ =
BN Ne€.

3. existe C € F, u(C)=0tal que B\C C AcC BUC.

Seja F a seguinte coleccdo de subconjuntos de X,
F={A€P(X): A& p-equivalente a algum B € F}

efi : F — [0,00] a funcdo definida por 7i(A) = u(B) para algum
B € F p-equivalente a A. E claro que F C F (porqué?).

Proposicao 1.6. (X, F, 1) € um espaco de medida completo.

Demonstracdo. Em primeiro lugar verifica-se que F é uma o-
algebra. Demonstramos o terceiro axioma, deixando como exercicio
a verificacdo dos restantes axiomas.

Sejam A; € F, i = 1,2,.... Por definicdo existem B; € F pu-
equivalentes a A;. Logo, pelo Exercicio 11 existem N; C X conjuntos
de medida nula tal que A; N N = B; N N;. Segue que

(922 (0n) <O
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Como F é uma o-algebra temos que | J;=; B; € F. Por outro lado, do
Exercicio 1.5 temos que | J;2; N; ¢ um conjunto de medida nula. Logo
U2, A é prequivalente a | J32, B; € F, ou seja, | Jio, 4; € F.

De seguida, mostra-se que i ¢ uma medida. E claro que fi(() =
wu(0) = 0. Para mostrar a o-aditividade, sejam A; € F, i = 1,2, ...
conjuntos disjuntos dois a dois. Como anteriormente, existem con-
juntos B; € F p-equivalentes a A; tal que |J;2; A; é p-equivalente
a U;2; Bi. Segue do ponto 3. do Exercicio 11 que existem con-
juntos C; € F tal que u(C;) = 0 e B; \ C; € A;. Uma vez que
Ai N (B \ C;) C (A; A B;) UC; tem-se que A; é p-equivalente a
B;\ C; € F. Além disso os conjuntos B; \ C; C A; sao disjuntos dois
a dois. Logo

ﬁ(U A;) = M(U B\ C;) = ZM(Bi \C;) = Zﬁ(Ai)'

Resta provar que (X, F, 1) é completo, ou seja, se A é um conjunto
de medida nula entdao A € F. Mas por definicao de conjunto de medida
nula, existe um B € F tal que A C B e u(B) = 0. Logo AA B é
um conjunto de medida nula. Portanto A é p-equivalente a B, isto é,
AeF. O

A o-algebra F é designada por pu-completagao da o-algebra F.

1.4 Medidas de Lebesgue-Stieltjes

Nesta secgao iremos estudar uma classe especial de medidas no espacgo
mensuravel (R, B(R)) onde B(R) é a o-algebra de Borel, ou seja, a
menor o-dlgebra de partes de R que contém os abertos de R. Estas
medidas desempenham um papel essencial em teoria de probabilidades,
como veremos mais a frente.

Definigao 1.3. Uma fungao F' : R — R é uma funcao de dis-
tribuigao sse

1. F é nao decrescente, isto ¢, se z < y entao F(z) < F(y).

2. F & continua a direita, limxﬂxg F(x) = F(xo).

Uma medida p definida em (R, B(R)) diz-se localmente finita sse

p([a,b]) < oo para quaisquer a,b € R. Se p(R) < oo entdo a medida
diz-se finita.

Proposicao 1.7. Seja i uma medida em (R, B(R)) localmente finita
e dado a € R seja F': R — R a funcao definida por

Flz) = {,u(]a,m]) sex>a
—u(]z,a]) sex<a
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Entao F € uma funcdo de distribuicao.

Demonstragao. De facto, F' é ndo decrescente uma vez que para
x < a <y (os restantes casos sao deixados como exercicio) tem-se

F(y) - F(x) = u(la,y]) + u(le.a)) = p(e,y]) > 0.

Quando a continuidade & direita para o > a (o caso z¢ < a é deix-
ado como exercicio), tome-se uma qualquer sucessao decrescente x,
e convergente para zg. Pela continuidade superior da medida p (ver
Proposigao 1.4) e do facto de u(]a, z,]) < co segue que

[e.e]

F (o) = p(la o)) = p( (Y] a]) = Timn palla,z,]) = lim ).
n=1

O

Vimos na proposi¢ao anterior que qualquer medida localmente finita
define uma funcao de distribui¢do. Agora consideremos o problema in-
verso, ou seja, dada uma fungao de distribuicao F sera possivel associar
uma medida mp? O seguinte teorema responde positivamente a esta
questao.

Teorema 1.8. Dada uma funcao de distribuicao F' existe uma medida
mp em (R, B(R)) tal que

mp(]a,b]) = F(b) — F(a), VYa,beR.

A construgdo da medida mp é reminiscente da construcao da me-
dida de Lesbegue em R. A sua demonstragao pode ser vista em [1].

Observagao 1.9. Note-se que os intervalos considerados sao abertos
& esquerda e fechados & direita, garantindo assim que mpg é aditiva,
isto ¢, mp(Ja,b]) = mp(la,c]) + mp(]c,b]) para todo a < ¢ < b e por
outro lado garante que mpg é continua superiormente, ou seja, dada
um sucessao decrescente b, \, b tem-se

mp((la,ba]) = mp(la,b]) = F(b) — F(a)

n=1

= lim F(b,) — F(a) = lim mpg(]a,b,]).

n—oo n—oo
Observagao 1.10. Note-se que nem sempre o conjunto unitario {a}
tem medida nula. De facto, usando a continuidade superior da medida
mp temos que

mr({a}) = mp((la~1/n,a)) = lim mp(a—1/n,a]) = F(a)~F(a").

Portanto, se a ¢ um ponto de descontinuidade de F' entao mp({a}) é
igual ao “salto” de F' no ponto a.
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A medida mp designa-se por medida de Borel-Stieltjes. Denote-
se por Mg a mp-completagao de B(R). Entao (R, Mp,mp) é um es-
pago de medida completo e mp designa-se por medida de Lebesgue-
Stieltjes.

Exemplo 1.11. Sejam a € R e F : R — R a fungado de distribuigao
definida por F(z) = 1sexz > ae F(x) =0 se z < a. A medida de
Lebesgue-Stieltjes mp = d, onde §, é a medida de Dirac, ou seja, para

todo A C R tem-se
1 se a€A,
5a<A) -
0 se a¢ A

Nao é dificil verificar que Mp = P(R). De facto, dado A € P(R) tal
que a € A (o caso contrario deixa-se como exercicio) pode-se escrever
A ={a}U(A\ {a}). Note-se que {a} € B(R) C Mp. Por outro lado,
A\ {a} C] — 00, al[U]a, c0[€ B(R) onde d,(] — 00, alU]a, o) = 0. Logo
A\ {a} é um conjunto de medida nula e portanto A é mp-equivalente
a {a}. Como Mp é a mp-completagao de B(R) tem-se A € Mp.

Em geral dada uma funcao de distribuicao F' constante por trogos
e com pontos de descontinuidade {a1,...,a,}, a medida mp é igual a

soma
n

mp = [F(a:) = F(a;)])da,
i=1
e todo o subconjunto de R é Lebesgue-Stieltjes mensuravel, ou seja,

Mp =P(R).

Exemplo 1.12. No caso em que a fun¢ao de distribuigao ¢ F(x) = =,
Va € R entdao (R, Mp,mp) escreve-se apenas (R, M,m) e designa-
se m por medida de Lebesgue. Quando restringida aos Borelianos
designa-se por medida de Borel. A medida de Lebesgue satisfaz
algumas propriedades adicionais, em particular:

1. Dado um conjunto E Lebesgue mensuravel, ou seja £ € M,
entdo para qualquer 2 € Ro conjuntox+E={z+y:y€ E} é
Lebesgue mensuravel e m(x + E) = m(E).

2. Dado um intervalo I C R entao m(I) = Comp(I).
Segundo o Teorema 1.8 tem-se que B(R) C M C P(R). De facto é

possivel provar que

B(R) C M C P(R)

Na proposigao que se segue, provamos que a segunda inclusao é de facto
estrita. Ou seja, que existem subconjuntos de R ndo mensuréveis no
sentido de Lebesgue. Para provar a primeira inclusao veja-se [1].
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Proposicao 1.13. Eziste um conjunto V. C [0,1] denominado por
conjunto de Vitali tal que V nao é mensurdvel no sentido de Lebesgue,

ou seja, V ¢ M.

Demonstragao. Define-se a seguinte relagdo de equivaléncia no in-
tervalo [0, 1]. Dois niimeros z,y € [0, 1] dizem-se equivalentes e escreve-
se x ~ y sse y—x for um ntimero racional. Esta relacao de equivaléncia
particiona [0, 1] em classes de equivaléncia disjuntas A, do tipo a, +Q
para algum a,, € [0,1]. E claro que existem um niimero ndo numeravel
de classes de equivaléncia. Seja V' C [0, 1] o conjunto formado por um
e um s6 elemento de cada classe de equivaléncia A, (porque se pode
fazer esta escolha?). Seja ¢, uma enumeragao do racionais em [—1, 1]
e seja V, = g, + V uma translagao do conjunto V.

Os conjuntos V,, sao disjuntos dois a dois. De facto, se z € V,,NV,,
entdo x = an + ¢, = ag + ¢, para algum an,ag € V. Logo, an —ag =
gm — qn € Q o que implica que a, ~ ag. Como V contém um e um sé
elemento de cada classe A, segue que a, = ag, logo n = m.

Portanto, se V' for mensuravel entdo V,, também é mensuravel e
para além disso m(V;,) = m(V) (porqué?). Por outro lado,

(o)
0.1 c |J Vo c[-1,2].
n=1
Logo pela o-aditividade e monotonia da medida m tem-se
1=m([0,1]) <m(|  Va) =D m(Va) =m(V)+m(V)+-- < 3.
n=1

n=1

A desigualdade anterior é claramente impossivel visto que se m(V) =0
entao 1 < 0 < 3. Por outro lado, se m(V) > 0 entdo 1 < co < 3. Logo
V' nao é mensuravel. O

Exercicio 12. Mostre que se A C R é um conjunto finito ou numeravel
entdao A tem medida de Lebesgue nula.

Exercicio 13. Seja F' uma funcao de distribuicao continua. Mostre
que se A C R é um conjunto finito ou numerével entdao mp(A) = 0.

Exercicio 14. Dé um exemplo de uma funcao de distribuicdo F' tal
que mp({1}) = 1.

Exercicio 15. Considere a funcao,

0 se <0
F = ’
(=) {x2 se x >0.



1. Prove que F' é uma funcao de distribuigao.
2. Seja pamedida de Borel-Stieltjes associada a F'. Calcule y(]3,9]).

Exercicio 16. Considere a medida p = 305 + 203 em R. Determine a
fungao de distribuigdo F' tal que = mp.

Exercicio 17. Mostre que uma fungao de distribui¢ao tem no maximo
um conjunto numeréavel de pontos de descontinuidade.

2 Integracao

2.1 Espacos métricos

Seja X um conjunto. Uma fungao d : X x X — [0, co[ é uma distancia
de X se satisfaz

1. d(z,y) =0sse z =y.

2. d(z,y) = d(y,x) para todo z,y € X.

3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) para todo x,y,z € X.
A terceira propriedade é conhecida por desigualdade triangular.
O par (X,d) designa-se por espago métrico. Para simplificar a ex-
posicao é conveniente chamar X um espago métrico omitindo a distan-

cia d. Dado r > 0, o conjunto B,(z) = {y € X : d(z,y) < r} designa-
se por bola aberta de centro x e raio r.

Observagao 2.1. Um espago métrico é um caso particular de um
espago topologico onde a topologia é formada por unides arbitririas
(podem ser nao numeréaveis) de bolas abertas.

Exemplo 2.2. Como exemplo, considere o espago métrico (R™,d)
onde

dz,y) = |z —yll = V(@1 —y1)2+ -+ (@0 — yn)?.

O espago métrico (R™,d) é conhecido por espago Euclidiano e d a
distancia Euclidiana.

Ao complementar dos conjuntos abertos designamos por conjun-
tos fechados, ou seja, se A C X é aberto entdo A° é fechado. Uma
vizinhanga de x € X é um qualquer conjunto V' C X tal que existe
um aberto A C V que contenha z.

Exemplo 2.3. Seja X um conjunto e d a seguinte fungao

0, z=y
d(ﬂc,y)Z{1 vty
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E facil verificar que d é uma distancia. Ao espago métrico (X, d)
chamamos espago discreto e d a métrica discreta.

Exemplo 2.4. A recta estendida R = [~00,00] = RU {£c0} ¢ um
espaco métrico com a distancia

d(x,y) = |arctan(y) — arctan(x)|,

onde naturalmente se define arctan(+oo) = £7. Os abertos deste
espago métrico sao unides numeraveis de trés tipos de intervalos: |a, b,
[—00,a e ]a, +00].

Sejam X e Y dois espagos métricos. Uma funcao f : X — Y é
continua sse f~!(A) ¢ aberto de X para qualquer aberto A de Y.

Exemplo 2.5. Seja 7(@, d) o espago métrico definido no exemplo an-
terior. A fungao f : R — R definida
x%, x € R\ {0}
flx) =<0, r = +o00
400, =0

é continua.

2.2 Funcoes mensuraveis

Definigao 2.1. Sejam (X, F) um espa¢o mensuravel e Y um espaco
métrico. Uma fun¢do f : X — Y é mensuravel sse f~1(A) € F para
todo o aberto A de Y.

Exemplo 2.6. Seja ¥ C X e tome-se a fungao caracteristica de F,
xE : X — R definida por

1 sexeFE
Xe(z) =

0 sex¢ E

A funcao xg ¢é mensuravel sse F é mensurdvel. De facto, dado um
aberto de A C R tem-se: se 0 ¢ Ae 1 ¢ Aentdo x5 (A) =0;se0€ A
el ¢ Aentdo ;' (A) = E%se0¢ Aele Aentio x5 (A) = F; se
0€Aele Aentdo xz'(4) = X.

De seguida enunciaremos duas proposicoes que permitem estab-
elecer a mensurabilidade de uma grande classe de fungdes. Antes de
continuar convém relembrar as propriedades da imagem inversa, isto
é,quese f: X =Y éuma funcao e A, B C Y entao

FHAUB) = fFHA)USTHB) e fTY\NA) =X\ fT(4).

Note-se que a primeira propriedade por ser estendida a unides nu-
meraveis usando inducgao.
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