Proposicao 2.39 (Propriedades de < e L.). Sejam p, A, A1, A2 medi-
das no espago mensurdvel (X, F). Entao

1. se A\ L peXo L pentio (A + A2) L p.
2. se M < ey <L poentao (M + A2) < p.
3. se M € puedy L pentdo A\ L As.

4. se AL e L pentio A=0.

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

O resultado que se segue estabelece que qualquer medida finita
pode ser decomposta numa parte absolutamente continua e numa parte
singular (com respeito & uma medida finita de referéncia).

Teorema 2.40 (da decomposicao de Lebesgue). Sejam p e N duas
medidas finitas no espago mensurdvel (X, F). Entao existe um par de

medidas (Mg, As) definidas em (X, F) tal que
A=Ag+ s, onde A< e s L.

Demonstragao. Ver demonstragao em [1]. O

Exercicio 36. Considere-se as seguinte medidas em ([0, 1], B): p; =
do, 2 = m e pz = B4+ 52 Para que i # j se tem p; < j1;7 Determine
a derivada no sentido de Radon-Nikodym em cada caso.

2.9 Medida imagem

Nesta secgao introduzimos o conceito de medida imagem. Este conceito
é fundamental no desenvolvimento da teoria da probabilidade.

Teorema 2.41 (Medida imagem). Sejam (X, F, u) um espago de me-
dida e (Y, B) um espa¢o mensurdvel onde B é a o-dlgebra de Borel do
espaco Y. Dada uma fungdo mensurdvel f : X — Y entdo a funcdo
fapr 2 B — [0, 00] definida por

fen(B) = p(f~(B)), BeB
¢ uma medida em (Y, B).

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. (Dica: use as propriedades
da imagem inversa) O

A medida f,pu do teorema anterior designa-se por medida imagem
de p por f.
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Teorema 2.42 (Mudanga de variavel). Nas condi¢des do teorema an-
terior, uma funcao mensurdvel g : Y — R € integrdvel relativamente a
medida imagem fop sse a funcdo composta go f: X — R € integrdvel
relativamente a | e

/Bgd(f*u) = /f_l(B)g ofdu.

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. (Dica: prove o teorema
para fungoes simples, de seguida use o teorema da convergéncia mono-
tona e prove para funcgoes mensuraveis nao negativas e, por fim, use a
defini¢ao de integral de Lebesgue para fungdes mensuraveis.) O

2.10 Produto de medidas e Teorema de Fubini

Sejam (X1, Fi, pu1) e (Xo, Fa, u2) dois espagos de medida. Designamos
por X o produto cartesiano X = X; X X5 e ao conjunto A = A; x Ao
onde A; € F1 e Ay € Fo chamamos rectangulo mensuravel. Seja
R C P(X) a colecgao de todos os rectangulos mensuraveis.

Definigao 2.8. A o-algebra gerada pelos rectangulos mensuréveis
0(R) chama-se o-algebra produto e designa-se por F = F; ® Fo.

O nosso objectivo é encontrar uma medida p definida em F; ® Fo
tal que para qualquer rectangulo mensuravel A = Ay X As se tem

1(A) = p1(Ar) x p2(Az) .

Dado um conjunto mensuravel F' € F = F; ® F2, a seccao de F
em z1 é o conjunto

Fp, ={22 € Xo: (x1,22) € F'} .
Analogamente se define a seccao de F' em x2 e designa-se por Fy,.

Exercicio 37. Mostre que se F' é um conjunto mensuravel de F
entdo F,, € Fy e F,, € Fi. (Dica: Mostre que a colecgdo G =
{F € F:F, € F,Va; € X1} & uma o-algebra que contém todos os
rectangulos mensuraveis).

Dado um rectangulo mensurdvel A = A; x As, a funcdo =1 —
pa(Az, ) € simples. De facto,

ILLQ(AQ) se xrp € A1

Ag) =
H2(Az) {O se x1 ¢ Ay
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Analogamente, se conclui que a fungao z — p1(Ay,) é simples. Por-
tanto,

/ p2(Azy ) dpy = pa (A1) X pa(Az) = / p1(Azy) dpa -
X1 X2

Logo, este célculo para func¢oes simples motiva a seguinte definicao de
I

H(A) = /X o(Ag) dpiy = /X 1 (Agy) dpsz.

Chamamos p a medida produto e designamos por g = 1 X pa. O
seguinte teorema mostra que esta definicao faz sentido para qualquer
conjunto mensuravel F' € F; ® Fa.

Teorema 2.43 (Medida produto). Sejam (X1, F1,p1) e (Xo, Fo, p2)
dois espagos de medida e p1, pa duas medidas o-finitas. Considere-se
a fungao p: F1 @ Fa — [0, 00] definida por

M(F)Z/X uz(Fxl)dm:/X pi1(Fy) dpss -

Entao p € uma medida em F1 Q Fa e € a unica medida tal que para
qualquer rectdngulo mensurdvel A1 X Ay se tem

p(Ar x Az) = p1(Ar) x p2(Az).
Demonstragao. Ver demonstracao em [1]. O

Chegamos portanto ao seguinte teorema fundamental.

Teorema 2.44 (de Fubini). Nas condigoes do teorema anterior, se
f € LY uy x p2) entdo

/ fd(m xuz)Z/ fduzdm:/ fdpy dus .
X X1 J X9 X9 J X1

Demonstragao. Ver demonstracao em [1]. O

Parte 11
Probabilidade

Na segunda parte deste curso, através da teoria da medida e integragao
desenvolvida anteriormente, iremos introduzir os principais conceitos
da teoria da probabilidade e processos estocasticos.
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3 Conceitos basicos

Considere-se uma experiéncia aleatoria e seja €2 o conjunto formado
por todos os resultados possiveis dessa experiéncia. Logo €) é designado
por espago dos resultados. Um subconjunto A C 2 é designado por
acontecimento. Uma colecgao de acontecimentos F que forma uma
o-algebra diz-se a o-algebra de acontecimentos. Portanto, (2, F)
é um espaco mensuravel.

Definigao 3.1. Um espago de probabilidade é um espago de me-
dida (2, F, P) tal que P(Q2) = 1.

A medida P designa-se por medida de probabilidade. Dado
um acontecimento A € F o ntmero P(A) é a probabilidade do
acontecimento A.

Exemplo 3.1. Considere a experiéncia aleatoéria de langar uma moeda
“perfeita” ao ar e observar qual das suas faces fica voltada para cima,
ou seja, se é cara = {» ou coroa = &.

Formalmente, tem-se o espago de resultados Q@ = {{, &}, a o-
algebra de acontecimentos F = {0, {{$}, {d},{<O, &)} e a medida de
probabilidade P = d¢,/2 + 04,/2 onde d¢ € d4 sdo medidas de Dirac.
A probabilidade do acontecimento “sair cara” ¢ P({{}) = 1/2.

Exemplo 3.2. Considere a experiéncia aleatoria de escolher um ntimero
“ao acaso” do intervalo [0, 1].

Mais concretamente, considere-se o espago de resultados 2 = [0, 1],
a o-algebra de acontecimentos F = B([0,1]) e a medida de probabil-
idade P = ml; (medida de Borel restrita ao intervalo [0,1]). A
probabilidade de o nimero que escolhemos “ao acaso” ser racional é

P(QN0,1]) = 0.

Exemplo 3.3. Considere-se o espago mensuravel (©,P(2)) com Q =
{1,2,...,n}. Seja P : P(2) — [0, 00] a seguinte fungao,

P4y =Y (Z)pm ik, Aca,

keA

onde 0 < p < 1. E facil demonstrar que P é uma medida de probabil-
idade. De facto, é claro que P()) = 0. Por outro lado, se A; ¢ uma
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sucessao de conjuntos disjuntos entao

"(94)-. 3 @m_w

keUiZ, Ai

£ (e

Finalmente,

PQ) = (Z)pk(l )" P =p+1-p=1

k=1

Dada uma func¢ao mensurével g : Q — [0, 00|, é claro que g é simples.
Logo,

[ gar =S atP((h = X at0) ()0 -t

keA keA

3.1 Variaveis aleatorias

Por vezes, é conveniente associar ao resultado de uma experiéncia
aleatéria um namero real. Considere-se um espago de probabilidade
(Q, F, P) e o espago mensuravel (R, B) onde B é a o-algebra de Borel
de R.

Definigao 3.2. Uma fungao mensuravel X : ) — R diz-se uma var-
iavel aleatoria.

Associada a uma variavel aleatoria X podemos definir uma medida
na o-algebra de Borel que nao é mais do que a medida imagem de P
por X,
px(B)=P(X Y(B)), BeB.

Note que px é uma medida de probabilidade no espaco mensurével
(R, B). Designamos esta medida por distribuigao de probabilidade
da variavel aleatéria X.

Observacao 3.4. E também usual escrever-se

px(B) = P(X € B).
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De acordo com a Proposi¢ao 1.7 podemos definir a funcao de
distribuicao da variavel aleatéria X, como a funcao Fx : R - R
tal que

Fx(x) = px(] = 00, 2]).

Veremos que F'x carateriza completamente a distribui¢ao de prob-
abilidade da variavel aleatéria X. De certa forma, a funcao de dis-
tribuigao Fx constitui o modelo probabilistico que descreve a experién-
cia aleatoéria, sendo também designada como a lei de probabilidade
da variavel aleatoria X.

Observagao 3.5. E usual escrever-se F'x(x) de diversas maneiras,
todas equivalentes entre si, isto é

Fx(z)=P(X (] -00,2])) =P(we€Q: X(w) <x)=P(X <x).

Exercicio 38. Considere o espaco de probabilidade ([0,1],B8,m) e a
variavel aleatoria X (w) = min(w, 1 —w). Calcule Fx.

Exercicio 39. Suponha que um comboio parte aleatoriamente do
Porto entre as 8h e as 10h da manha com destino a Lisboa, que fica
a 300km de distancia. Suponha também que o comboio viaja a uma
velocidade constante de 100km /h.

1. Determine a variavel aleatéria que descreve a distancia entre o
comboio e Lisboa as 12h.

2. Calcule a distribuigdo de probabilidade dessa variavel aleatoria e
a respectiva funcao de distribuicao.

No resultado que se segue resumimos as propriedades da fungéao de
distribuicao F.
Proposigao 3.6. A funcao Fx tem as seguintes propriedades:
1. é uma funcao de distribuicdo no sentido da Defini¢cdo 1.3.
2. px(Ja,b]) = Fx(b) — Fx(a)
3. P(X =) =Fx(z) — Fx(z™)
4. limy 400 Fx(2) =1 e limy,, o Fx(x) = 0.

Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

Observagao 3.7. Note-se que da segunda propriedade, podemos afir-
mar que px é uma medida de Borel-Stieltjes associada & funcgao de
distribuicao Fy.

Exercicio 40. Seja X uma varidvel aleatéria e F'x a sua fungao de
distribuigdo. Mostre que:
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