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Introducdo

Conceitos

@ Vamos assumir que a populacdo X tem distribuicdo na familia
F =A{f(.10): 0 € ©}.

@ Com base numa amostra casual Xi,..., X, % procura-se
fazer inferéncia sobre (estimar pontualmente) o pardmetro
desconhecido 6 mediante o uso de uma determinada
estatistica T = T(Xq,...,Xp).

@ Estimar pontualmente 6 corresponde a escolher uma aplicacao
T que a cada ponto do espaco amostral x € X faca
corresponder um ponto do espaco pardmetro, T(x) € ©.

@ A aplicacdo T é uma estatistica que se designa por estimador
de 6

e Cada valor de T, T(x), designa-se por estimativa.
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Introducdo

Conceitos

@ Qualquer estatistica T opera uma reducdo nos dados.

@ Estamos interessados em métodos de reducao de dados que
ndo despreze informacao relevante sobre 6.

@ O principio da suficiéncia constitui um método de reducdo dos
dados sem perda de informac3o sobre 6.
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Suficiéncia

Conceitos

@ Em termos intuitivos, uma estatistica diz-se suficiente para 6
se retira da amostra casual toda a informac3o relevante que
esta tem sobre o parametro.

@ Definicdo: Seja (Xi,...,X,) uma amostra casual de uma
populagdo F = {f(.|0) : 6 € ©}. Uma estatistica T diz-se
suficiente para 6 se a distribuicdo de (Xi,..., X))
condicionada por T = t n3o depende de 0, V0 € © e Vt.
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Suficiéncia

Critério da factorizacao

@ A definicdo de estatistica suficiente é pouco pratica na
pesquisa de estatisticas suficientes.

e Teorema (critério da factorizacdo): A estatistica T diz-se
suficiente para 6 sse existem funcdes n3o negativas g(.) e h(.)
tais que para todo o xg, ..., Xp,

f(xt,...,%xn) = &[T (x1,...,%n),0lh(x1,...,%n)

Note-se que g(.) depende de # e da amostra unicamente
através de T enquanto que h(.) depende unicamente da
amostra.
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Suficiéncia

Critério da factorizacao: exemplo

e Exemplo: seja (Xi,...,X,) uma amostra casual proveniente
de uma populacdo de Poisson de parametro 6. Tem-se,

n i n n -1
f(X]_, o 7 H 6_0 9 f— e_mgezizl Xi (H Xf!>
i=1

Pelo critério da factorizacdo T = > ; x; é suficiente para 6.
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Suficiéncia

Suficiéncia minima

o Existem muitas estatisticas suficientes para 6. Qualquer
estatistica que seja funcdo de uma estatistica suficiente é
ainda suficiente. De entre todas as estatisticas suficientes
estamos interessados naquelas que operam a maxima reducdo
dos dados.

e Definicdo (suficiéncia minima): A estatistica T diz-se
suficiente minima para 6 sse for suficiente e funcdo de toda a
estatistica suficiente para 6.
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Suficiéncia

Suficiéncia minima

e Teorema: Seja f(xi,...,x, | #) a funcdo densidade (ou
probabilidade) da amostra casual (Xi,...,X,). Se a
estatistica T é tal que, para duas amostras observadas

(x1,...,%n) € (y1,---,Yn) O quociente,
f(x1,...,xn|6)
f(y1,---,yn|6)

ndo depende de 6 sse T(x1,...,xn) = T(y1,...,¥n), entdo T
é suficiente minima para 6.
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Verosimilhanca e Informacio

Verosimilhanca

@ No que se segue vamos considerar modelos uniparamétricos,
F ={f(.]0) : 0 € ©}, onde © C R.

e Definicdo: Seja (xi,...,xn) uma amostra observada. A
funcdo de verosimilhanca de 6 é dada por,

LO| x1y...yxn) = F(x1,..., %0 | 0)

= 11700 [0)
i=1

Nota: como a amostra observada é fixa pode escrever-se a
verosimilhanca como L(0).
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Verosimilhanca e Informacio

Verosimilhanca

@ Nota: a verosimilhanca ndo é uma probabilidade e portanto
n3o tem uma escala natural associada. Esta definida a menos
de uma constante multiplicativa,

L(O | x1,...,xn) X F(X1,...,%n | 0)

A constante multiplicativa pode depender da amostra mas
nao do parametro.
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Verosimilhanca e Informacio

Condicdes de regularidade

Alguns dos resultados seguintes dependem da verificacdo de um
conjunto de condicées, conhecidas como condicGes de
regularidade. Essas condices de regularidade s3o as seguintes:

e Cl1 - © é um intervalo de &

C2 - o conjunto {x : f(x | #) > 0} ndo depende de ¢

C3 - f(x | 6) é diferenciavel em ordem a 6 para todo o x
C4-0< E[0Inf(X|0)/06]> < +oc para todo o 6

C5 - 0/00 pode permutar-se com [ dx
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Verosimilhanca e Informacio

o Definicdo (Fungdo Score): dada a amostra observada,
Xi,...,Xp, a funcdo score define-se como,

OInL(0 | x1,...,xn)
o0

SO x1y...,%n) =

Se a amostra é casual, S(0 | x1,...,xn) = >.1—1 S(0 | xi)

@ Teorema: verificando-se as condicdes de regularidade, tem-se
Vo € O,

E[S(O| X1,...,X,)] =0
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Verosimilhanca e Informacio

Hessiana

@ Definicdo (Funcdo Hessiana): dada a amostra observada,

X1, ..., Xp, a funcdo hessiana define-se como,
O?InL(O | x1,...,xn)
H ceyXn) = —
(0 | X1, ) X ) 962
0S(0 | x1,...,x%n)
B 06
Se a amostra é casual, H(0 | x1,...,x,) = > i—1 H(0 | x;)
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Verosimilhanca e Informacio

Informacao

@ Definicdo (Informacdo de Fisher): a quantidade de informac&o
de Fisher sobre 6 contida na observacdo de Xi,..., X, é
definida por,

Iix,,.. x)(0) = E {5(0 | X1,... 7Xn)2] = Var[S(0 | X1, ..., Xn)]
@ Teorema: Se T(Xi,...,X,) é uma estatistica, tem-se,

lixy,...x)(0) = 17(0)

A igualdade verifica-se sse T é suficiente para 6.
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Verosimilhanca e Informacio

Informacdo (cont.)

Propriedades:
@ Se a amostra ¢ casual, Ix, . x,)(0) = nix,(0)
@ Verificando-se as condicdes de regularidade,

Inf(X1,..., Xn | 0)
I(Xl,...,X,,)(g) =-E 962 -

= —E[HO | X41,...,X)]
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Qualidade dos estimadores

Ideia base

@ A avaliacdo da qualidade de um estimador é feito através da
sua distribuicao por amostragem.

@ Um estimador é sempre classificado em relacdo a um conjunto
de critérios e é em relac3o a estes critérios que avaliamos a
sua qualidade.

@ Em geral, ndo existe estimador que seja o0 melhor em todos os
critérios.
@ No que se segue, os estimadores vao ser avaliados a luz dos

seguintes critérios: n3o enviesamento, eficiéncia, erro
quadratico médio e consisténcia.
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Qualidade dos estimadores

N3o enviesamento

@ Definicdo: um estimador T diz-se ndo-enviesado ou centrado
de 7(0) sse,

E(T)=1(9)

@ Um estimador n3o centrado diz-se enviesado. O seu
enviesamento é dado por by = E(T) — 7(6)

@ Se a populacdo tem média, a média amostral é sempre
estimador n3o enviesado.

@ Se a populacdo tem varidncia, a varidncia amostral corrigida é
sempre estimador ndo enviesado.
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Qualidade dos estimadores

Eficiéncia

e Definicdo: sejam T e T* estimadores centrados de 7(6).
Diz-se que T é mais eficiente que T* na estimac3do de 7(0)
se, V0 € ©

Var(T) < Var(T)
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Qualidade dos estimadores

Eficiéncia (cont.)

e Teorema (Desigualdade de Fréchet-Cramer-Rao): Considere
uma populacdo X. Suponha que se verificam as condicdes de
regularidade e seja 7(0) uma funcdo real e diferenciavel de 6.
Considere também que T é estimador centrado de 7(6). Se
Vo € ©

Of (X1, .., Xp)

EHT(Xl,...,Xn) g

}<oo
entao,

[7'(0)]?
Var(T) = lixi,.... x,)(0)
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Qualidade dos estimadores

Eficiéncia (cont.)

Observacdes:

@ Se7(f)=0¢e Xq,...,X, é amostra casual de X entdo
qualquer estimador centrado de 6, T, verifica

1
Var(T) > MO)

@ O limite inferior de FCR sé é valido se as condicGes de
regularidade forem verificadas

@ Mesmo que se verifiquem as condicdes de regularidade n3o ha
garantias que exista estimador centrado de 7(#) cuja variancia
atinja o limite inferior de FCR.
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Qualidade dos estimadores

Eficiéncia (cont.)

Observagdes (cont.):

@ Ao quociente entre o limite inferior de FCR e a variancia de
um estimador centrado de 7(6) da-se o nome de eficiéncia,

I [~ (0))?
ee(T) — (X15-+-,Xn)

@ Se as condicGes de regularidade forem satisfeitas,
0 S eg(T) S 1.
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Qualidade dos estimadores

Eficiéncia (cont.)

O seguinte teorema diz-nos em que condices existem estimadores
mais eficientes para 7(6).

Teorema: Seja T = T(Xi,...,X,) um estimador regular ndo
enviesado de 7(0). T é mais eficiente sse existir 3(6) tal que

SO | x1,...,x0) =B(O)[T(x1,-..,xn) — 7(0)]
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Qualidade dos estimadores

Eficiéncia (cont.)

Observacges:

@ se existir estimador mais eficiente este serd necessariamente
suficiente

@ eficiéncia relativa: se T e T* s3o estimadores centrados de
7(0), a eficiéncia relativa de T* relativamente a T define-se
por,

Var(T)

eg(T*, T) = W
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Qualidade dos estimadores

Erro Quadratico Médio

Definicdo (EQM): o EQM de um estimador T de 7(6) é definido
como,

EQMy(T) = E [(T — 7(6))’]

Observacges:

o T é preferivel a T* na estimacio de 7(0) se V0 € ©,
EQMy(T) < EQMp(T™)

o EQMy(T) = Vart(T) + [by(T)2
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Qualidade dos estimadores

Consisténcia

A consisténcia refere-se ao comportamento probabilistico de um
estimador T, = T(Xi,...,X,) a medida que n — o0

Definicdo (Consisténcia): O estimador T, diz-se (fracamente)
consistente para 7(6) se V0 € © e Ve > 0,

limp_oo P(| Ty — 7(0)] > €) =0

e diz-se sumariamente, T, = 7(0)
Defini¢do (Consisténcia em média quadratica): O estimador T,
diz-se consistente em média quadratica para 7(0) se V6 € ©,

limp oo E [(To = 7(0))?] =0

. . m
e diz-se sumariamente, T, =5 7(6)

José Passos Estimacao



Qualidade dos estimadores

Consisténcia (cont.)

Observacdes:

@ a consisténcia em média quadratica implica a consisténcia
(fraca).

e condicdo suficiente para que T, seja consistente para 7(0)

limn— oo E(Tp) = T
limp_yoo Var(T,) =0

Nota: estas condicGes sdo necessarias e suficientes para a
consisténcia em média quadratica.
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Métodos de Estimacdo

Método dos momentos

@ O método dos momentos é uma técnica que permite obter o
estimador dos parametros da populacdo igualando os
momentos amostrais aos momentos populacionais.

@ Seja 0 = (0y,...,0x) o vector de pardmetros desconhecidos
da populacdo.

e Vamos admitir que os momentos populacionais p, = E(X")
sdo uma funcdo conhecida de 6: u, = 1,(0)

@ Os correspondentes momentos amostrais sdo dados por
M, =0y X! /n

@ A soluc3o do sistema de equacdes M, = ¢,(6), r=1,...,k
fornece os estimadores obtidos pelo método dos momentos.
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Métodos de Estimacdo

Método da maxima verosimilhanca

@ O método da maxima verosimilhanca é uma técnica que
propde como estimativa do parametro desconhecido da
populacdo o valor que maximiza a funcdo de verosimilhanca.

@ A estimativa da maxima verosimilhanca, se existir, é o valor 6
tal que, V6 € ©,

L | x1,. ., x2) > L(O| x1,...,xn)

@ Sob certas condicdes de regularidade a EMV, 0, satisfaz a
equacao,

AL | x1,...,xn)
Bl
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Métodos de Estimacdo

Método da maxima verosimilhanca (cont.)

Propriedades:

@ Se § 6 EMV de 6 e se 7(f) é funcio biunivoca de 0 ent3o

A

7(6) é EMV de 7(0).
@ Se T é estatistica suficiente e se existir EMV de 6 ent3o este
é funcdo de T.

@ Se existe estimador mais eficiente, o EMV é (nico e coincide
com esse estimador.

@ Verificadas as condicGes de regularidade, o EMV de 6, 0, é
consistente e assintoticamente mais eficiente, para além de ser
assintoticamente normal,

lx....x (0)(@ — 0) 2 N(0,1)
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Métodos de Estimacdo

Método da maxima verosimilhanca (cont.)

Propriedades (cont.):
o Como /x,, .. x,)(0) depende em geral de ¢ desconhecido, é
habitual substituir a informac3o de Fisher pelas seguintes
expressoes, assintoticamente equivalentes:

° I(Xl )(9)
o —H(0 ) :A—32 In L(9 | X1,...,Xn)/892
° Z, 15(9|Xl)
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Métodos numéricos de estimacao

Ideia base

@ Sob certas condicdes de regularidade o EMV, é obtém-se
resolvendo a equacao,

AInL(O | X1,...,X,)

90 =0

em ordem a 6.

@ Em muitas situacdes esta equacdo ndo é linear em 6, n3o
havendo uma expressdo analitica para o estimador. Neste caso
a estimativa tem que ser obtida numericamente.
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Métodos numéricos de estimacao

Algoritmo

Os algoritmos numéricos de estimacdo baseiam-se no seguinte:

@ inicializar com um valor 6

@ se naiteracdo t =0,...,m, 0; n3o é um valor éptimo para 0,
calcular uma direccdo A; e um passo ¢, obtendo um novo
valor,

Orp1 = 0r + 0:A¢

@ Repetir o procedimento anterior até que |01 — 0¢| < ¢,
Ve > 0, previamente fixado.
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Métodos numéricos de estimacao

Algoritmo de Newton-Raphson

O algoritmo de Newton-Raphson baseia-se numa aproximacdo em
série de Taylor de 12 ordem da equacdo do score, S(6 | x) =0,
avaliado em 6;y1, em torno de 0;,

ds(o
S(Oer1 | x) =~ S(0: | x) + d5(0: | x)

40 (Or41—0:) =0

Resolvendo em ordem a 61,

ds(o -1
b= 00— (BELD) (o, )

= 0; — H(0; | x)715(6; | x)
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Métodos numéricos de estimacao

Variantes

O algoritmo de Newton-Raphson utiliza como direccédo a
informac3o de Fisher observada, H(6 | x). As variantes ao
algoritmo de Newton envolvem diferentes formas para a direccio

@ Score eficiente: H(6; | x) é substituido pelo simétrico da

informac3o de Fisher, E [H(0; | X)]
e BHHH (Berndt, Hall, Hall e Hausman): H(6; | x) é

substituido por — 371 S(0; | x;)?
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Métodos numéricos de estimacao
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