Definicao 5.1. Para cada w € (), a sucessao de niimeros reais
(Xl(w), XQ((,U), X3(w), .. )

é designada por trajectoria ou realizagao.

Definigao 5.2. As variaveis aleatorias X1, X, ... dizem-se indepen-
dentes sse X1, ..., X, sdo independentes para todo n > 1 e dizem-se
identicamente distribuidas sse X;, i = 1,2,... tiverem a mesma

distribuicao de probabilidade.

Observagao 5.1. Varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas sao designadas por IID.

Um problema fundamental relacionado com sucessoes de varidveis
aleatérias é o estudo do seu comportamento assimptético. Como ex-
emplo, considere-se o langamento de uma moeda ao ar um nimero
arbitrario de vezes. Seja X; = 1 se a moeda fica de face voltada para
cima no i-ésimo langamento e X; = 0 caso contréirio. Assumindo que
a moeda é “perfeita” temos que

Supondo que os langamentos sao independentes entre si, temos uma
sucessao de variaveis aleatorias (X1, Xo,...) IID. Forme-se a soma,

Sp=X1+Xo+--+X,,

que representa o numero de faces em n langamentos. Quando tomamos
o limite n — oo esperamos que a razao % se aproxime da probabili-
dade real de a face ficar voltada para cima, ou seja, % Este tipo de
resultado é conhecido pela lei dos grandes ntimeros.

Proposicao 5.2 (Lei fraca dos grandes nameros). Sejam Xi, Xo,...
varidveis aleatorias independentes tal que

EX,)=p<oo e Var(X;)<K<oo, Vi=12....

Entao % converge em probabilidade para p, ou seja,

Sn—u‘<e>:1.

Ve>0, limP<
n

n—oo

Demonstragao. Em primeiro lugar note-se que E(S,) = nu pela
linearidade do valor esperado e Var(S,,) < nK porque Xi, Xs,... sdo
independentes. Logo, aplicando a desigualdade de Markov vem que,
P < Sn Var(S,) K

— 2 2 2
n—u‘26>—P((Sn—nu) Zne)gwgﬁ,
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Logo,

lim P(Sn—,u‘26>=0.
n—00 n

Ou seja, dado € > 0 arbitrario tem-se

S
limP<n—,u’<e>:1— limP<
n—oo n n—oo

S,
n—,u’Ze)zl.
n

O

Observagao 5.3. Existem resultados de convergéncia mais fortes que
o anterior, nomeadamente a lei forte dos grandes ntimeros que estab-
elece a convergéncia S, /n — p & excep¢ao de um conjunto de prob-
abilidade nula: se X1, Xs,... sdao variaveis aleatoérias IID com valor
esperado finito entao

5.1 Martingalas

O termo Marginala tem as suas origens nos jogos de apostas e de-
screve o conceito de jogo honesto. As martingalas encontram apli-
cacgoes em diversas areas, nomeadamente em matematica financeira,
na modelacao de activos financeiros. Antes de passarmos & defini¢do
de martingala temos de introduzir o conceito de filtragao.

Definigao 5.3. Diz-se que as o-dlgebras Fi, Fa,... de partes de ()
formam uma filtragao sse F; C Fo C - --.

Exemplo 5.4. Considere uma sucessao de variaveis aleatorias (Xp,)n>1
e as o-algebras F,, C F definidas da seguinte maneira,

Fon=0(X1,...,X5).

Entao Fi, Fa,... formam uma filtragao e representam toda a infor-
magcao até ao instante n, ou seja, todos os acontecimentos possiveis de
observar de (X1, ..., X,). A filtragao (F;,)n>1 designa-se por filtragao
candnica.

Definicao 5.4. Diz-se que uma sucessao de variaveis aleatorias (X, )n>1
¢ adaptada a filtracao (Fy,)n>1 sse X,, é F-mensuravel.

Exemplo 5.5. Qualquer sucessao de varidveis aleatérias é adaptada
a filtracao canédnica.

Estamos em condigoes de definir o conceito de martingala.
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Definicao 5.5. Uma sucessao de variaveis aleatorias (X,,),>1 ¢ uma
martingala relativamente a filtragdo (F,)n>1 sse

1. X, é integravel para todo n = 1,2,..., ou seja, E(|X,|) < oc.
2. (X1, Xo,...) é adaptada a (F1, Fa,...).
3. E(Xp4+1|Fn) = Xy, P-q.c. paratodon=1,2,....

Observagao 5.6. Da defini¢ao de esperanga condicional tem-se
/ E(Xp41|Fn)dP = / Xnp1dP, VYAeF,.
A A

Por outro lado, segue da terceira condigao da definigdo de martingala

que
/XndP:/Xn+1dP.
A A

Portanto, tomando A = () temos que
E(Xnt1) =E(X,), n=12,....

Usando indugao prova-se que E(X,,) = E(X;) para todon =1,2,....
Ou seja, uma martingala (X, ),>1 tem valor esperado constante.

Observacao 5.7. Se (X,),>1 € uma martingala relativamente & fil-
tracao (Fp)p>1 entao

E(X,|Fi) =Xk, parake{l,2,...,n—1}.

De facto, usando as propriedades da esperanca condicional podemos
escrever

E(Xp|Fr) = E(E(Xp|Fn-1)|Fi) = E(Xn-1|Fk) -
Usando indugao temos que
E(Xn|Fr) = E(Xg|Fr) = X .

Exemplo 5.8. Sejam X7, Xs,... varidveis aleatérias independentes
com valor esperado nulo. O passeio aleatério,

Sp=X1+Xo+ -+ Xy,
é uma martingala relativamente & filtracao canénica

fn:O-(X17...’Xn).
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De facto, a primeira e segunda condicdo da definicdo de martingala
verificam-se trivialmente. Relativamente & terceira condi¢ao temos
que,

E(Spi1X1,. ... Xn)

E(X,H_l + Sn’Xl, e Xn)
(Xn+1’X1, cey Xn) + E(Sn‘Xl, - ;Xn)
(Xn—i-l) +Sn

E
E

S

Exemplo 5.9. Seja Y uma variavel aleatoria integravel, isto é E(]Y]) <
00 e (Fp)n>1 uma filtracdo. Ent@o a sucessao de variaveis aleatorias

X, =EY|F), n=12,...
¢ uma martingala relativamente a filtragao (F,,)n>1. De facto,
[ Xn| = [E(Y[F)| < E([Y][F) -

Logo,
E(|Xn) < E(E([Y]|Fn) < E(JY]) <oo.

Por outro lado,
E(Xpi1Fn) = BE(E(Y|Fny1)|Fn) = E(Y|F) = X,y
Esta martingala é conhecida como processo de Doob.

Exemplo 5.10. Sejam X1, Xo, ... varidveis aleatorias independentes
tais que E(X,,) = 1 paratodon > 1. A sucessao de variaveis aleatorias

Zn:Xl'X2"'Xn7

¢ uma martingala relativamente a filtragao canoénica F,, = o(X1, ..., X,).
De facto, uma vez que as variaveis X,, sao independentes temos que

E(Z,)=E(X:- X,) = [[ E(Xi) =1.

Logo, E(|Z,|) < co. Por outro lado,
E(Zp1|Fn) = E(Xng1-Zn|Fn) = ZnE(Xpi1|Fn) = ZnE(Xnt1) = Zy, .

Exercicio 50. Seja (X,,),>1 uma martingala relativamente a filtragao
(Fn)n>1. Mostre que (X;,),>1 ¢ uma martingala relativamente a fil-
tracao canodnica,

gn = O‘(Xl,.. . ,Xn) .
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Retomando o exemplo do langamento da moeda, considere o seguinte
jogo. Se no n-ésimo langcamento da moeda sair face entao ganha 1 euro,
caso contrério perde 1 euro. Formalizando, seja Q = {E,F}" o con-
junto de todas as sequéncias de letras possiveis de formar com {E, F}
e X, : Q — R a variavel aleatoria que toma os valores X,,(w) =1 se a
n-ésima letra da sequéncia w for um F e X,,(w) = —1 caso contrério.
Logo, concluimos do Exemplo 5.8 que o ganho total até ao n-ésimo
langamento,

Sp=X1+-+ Xy,

é uma martingala relativamente & filtracdo canoénica. Portanto, da
terceira condi¢ao da definicao de martingala concluimos que o lanca-
mento de uma moeda perfeita é um exemplo de um jogo justo, ou
seja, que perante a informacao acumulada até ao n-ésimo lancamento,
espera-se que no langamento seguinte o ganho total nao se altere.

Nem todos os jogos sao justos, no sentido em que podem existir
jogos mais favoraveis que outros. Um exemplo de um jogo favoréavel
seria o do lancamento de dois dados em que o apostador ganharia se
a soma dos dados fosse maior ou igual a 6.

Definigao 5.6. Uma sucessao de variaveis aleatorias (X,),>1 ¢ uma
supermartingala (submartingala) relativamente a filtragao (F,)n>1
sse
1. X, é integravel para todon =1,2,....
2. (X1, Xo,...) é adaptada a (F1, Fa,...).
3. E(X,41|Fn) < X, (respectivamente, E(X,41]F,) > X,,) para
todon=1,2,....

Portanto, uma supermartingala (submartingala) representa um jogo
desfavoravel (respectivamente, favoravel).

5.1.1 Estratégias

Considere um jogo de apostas em que em cada jogada é possivel apos-
tar uma certa quantidade que pode ou nao perder com certa probabili-
dade. Ou seja, considere uma sucessao de variaveis aleatorias (Xy,)n>1
tais que E(|X,|) < oo que representam o valor que pode ganhar ou
perder em cada jogada. Se as suas apostas em cada jogada sao igual
& unidade entao o ganho total no final de n jogadas é

Shn=X14+-4+X,.

Considere a filtragao canénica e por conveniéncia tome Sy =0 e Fy =

{0,Q}.
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Suponhamos que decide em cada jogada alterar a sua aposta com
base nas jogadas anteriores. Ou seja, na jogada n faz uma aposta ay,
que é uma fungdo mensuravel relativamente & informacao das jogadas
anteriores F,,_1. Entao o ganho total até a n-ésima jogada é dado por,

Ip =1 X1+ -+ ap,X,,.

Uma estratégia ¢ uma sucessao de fungoes (ay)n,>1 tais que ay,
é mensuravel relativamente a F,_; para n = 1,2,.... Numa situagao
real, as apostas a, terao de ser fungoes limitadas, uma vez que nenhum
jogador pode dispor de fundos ilimitados. Portanto, uma estratégia
limitada é uma estratégia (ay,)n>1 tal que ay, é uma fungao limitada
paran =1,2,....

A seguinte proposicdo demonstra que é impossivel através de uma
estratégia limitada alterar um jogo a nosso favor.

Proposigao 5.11. Se (Sy)n>1 € uma martingala relativamente a (Fp,)n>1
e (an)n>1 € uma estratégia limitada. Entao (Zy,)n>1 € uma martingala
relativamente a (Fp)n>1-

Demonstragao. Seja Cp, = maxj<k<p |on|. Note-se que C), < o0
por hipétese. Entao,

E(|Z,]) = E(laa X1 + - + an Xy|) < CLE(|Sy]) < 0.
Por outro lado,

E(Zn|fn—1) = E(Zn—l + an(Sn - Sn—l)‘Fn—l)
= E(Zn—lurn—l) + E(an(sn - Sn—l)’f'n—l)
=Y4p-1+ an(E(Sn’J:n—l) - Sn—l) .

Como «,, é limitada temos que a,(E(Sy|Fn-1) — Sp—1) = 0 pela
defini¢ao de martingala. Logo E(Z,|Fn-1) = Zn—1. O

Observacao 5.12. E valido um resultado analogo no contexto de
supermartingalas (submartingalas). Mais concretamente, se ,, ¢ uma
estratégia limitada ndo negativa («, > 0) e S,, uma supermartingala
(submartingala) entao Z,, ¢ uma supermartingala (submartingala).

Exemplo 5.13 (A martingala). Considere novamente o jogo do langa-
mento repetido de uma moeda perfeita. O ganho acumulado é dado
por

Sp=X14 -+ Xn,

onde X1, X, ... sdo variaveis aleatoérias IID tais que X,, =1 ou X, =
—1 com igual probabilidade.
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A martingala é um tipo de estratégia usada nos jogos de apostas
que teve origem em Franga no século XVIII. A estratégia consiste em
cada jogada duplicar a aposta anterior caso o resultado anterior tenha
sido desfavoravel. Ou seja,

2m SeX1:X2:--~: n,1:—1
Qp = )
0  caso contrario

Portanto, ao fim de n jogadas tem um ganho acumulado de
Zn =0 X1+ -+ oy Xy,
Segue da proposicao anterior que Z, é uma martingala relativamente
a filtracao canodnica,
]:n == O’(Xl,... ,Xn) .
Note-se que E(Z,) = 0 para n = 1,2,... (uma das propriedades da
martigala). Considere agora o menor n tal que o resultado da n-ésima
jogada foi favoravel, ou seja, a funcao
T(w) =min{n € N: X,,(w) =1} .
Note-se que o acontecimento {7 = n} € F,. De facto, como podemos
escrever

{r=n}={X1=-1}n---n{X,.1 =-1} n{X,, =1} .

segue que {7 = n} € F,. Por outras palavras, o jogador toma a decisao
de parar o jogo na n-ésima jogada com base na informagao de todas as
jogadas que ja fez. Designamos a funcao 7 por tempo de paragem.
Usando o tempo de paragem podemos escrever o ganho acumulado,

—1-2—...—2"1 sen<7(w
Zp(w) = ()
1 se n > 7(w)

Sempre que n = 7(w) < 00 temos que Z(,)(w) = 1. De facto Z, =1,
P-q.c. uma vez que P(1 < o0) = 1. Logo

EZ;)=1.
Por outro lado,
S n—2 = 1- 2n—1
B(Z) =3 (1.2 pr=m =3 12— )
n=2 n=2

Ou seja, um jogador pode ir acumulando pequenos ganhos ao longo do
tempo dando a ilusao de que a sua estratégia é ganhadora. No entanto,
a possibilidade remota de ter um prejuizo catastréfico contrabalanca
esses ganhos e pode levar o jogador a faléncia rapidamente. Portanto,
a estratégia da martingala é apenas bem sucedida se o jogador dispor
de recursos e tempo ilimitados.
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5.1.2 Tempos de paragem

Motivados pelo exemplo anterior, fazemos a seguinte definigao.

Definigao 5.7. Um tempo de paragem relativamente a filtracao
Fp € uma fungao 7 : Q@ — NU {oo} que satisfaz

{r=n}eF,, n=12....

Quando é claro a que filtracao se refere o tempo de paragem, dize-
mos apenas que 7 é¢ um tempo de paragem.

Exercicio 51. Mostre que {7 =n} € F, sse {T <n} € F,.

Exercicio 52. Seja (X,,),>1 uma sucessao de variaveis aleatorias adap-
tada a uma filtracao F, e seja B C R um Boreliano. Mostre que o
tempo de primeira entrada de X,, em B,

7(w) =min{n € N: X,,(w) € B} ,

¢ um tempo de paragem relativamente a F,. (Dica: generalizar o
argumento do Exemplo 5.13 escrevendo {7 = n} como uma intersec¢ao
de acontecimentos em Fp,).

Se (Xp)>1 uma sucessao de variaveis aleatorias adaptada a uma
filtracdo (Fn)n>1. Dado um tempo de paragem 7 podemos definir
uma nova sucessao,

X' (w) = ,
n() Xrww) sen>rT(w)

{Xn(w) sen < 7(w)

que representa a sucessao (X,),>1 parada no instante 7. Por
exemplo, se w é tal que 7(w) = 3 entdo a realizac¢ao da sucessao original
é
X1 (w), Xo(w), X3(w), X4(w), X5(w), ...
enquanto que a realizagao da sucessao parada nesse instante é
Xl(w)7 XQ(W); X3(w)7 X3(w>7 X3(w)7 st
Observacgao 5.14. E usual escrever-se,

X;;(w) = Xmin{n,-r(w)}(w) = XT(w)/\n(w) , Vwed,

onde a A b = min{a, b}.
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X, (w) = {XT(W)(W) se 7(w) < 00

L, . 9
0 caso contrario

é designada por X;, no momento exacto do tempo de paragem.
Note-se que X, é F-mensuravel, uma vez que,

Xr = ZXn * X{r=n} -

n=1

Vimos na sec¢ao anterior que nao é possivel através de uma estraté-
gia limitada alterar um jogo justo a nosso favor. A seguinte proposicao
mostra um resultado semelhante no contexto dos tempos de paragem.

Proposicao 5.15. Seja X,, uma martingala relativamente a filtragao
Fn e T um tempo de paragem. Entio X, nn € uma martingala relati-
vamente a F,.

Demonstragao. Seja

() = 0 sen>r7(w)

{1 sen < 7(w)

Entao podemos escrever,
Xran = Y1+ a2Yo + -+ anYs,
onde
}/IZXI (S Yk:Xk—Xk_l, Vk‘22

E facil verificar que oy, é uma estratégia limitada. De facto, dado um
Boreliano B de R temos que:

ese0¢ Bel¢ Bentao {a, € B} =0 € F,,_1;

e sc0eBel¢ Bentao {a, € B} ={r <n} € F_1;

e se0¢ Bel € Bentao {a, € B} = {7 >n} ={r <n} € Fo_1;
e se0cBele Bentao {a, € B} =Q € F_1.

Logo «,, é F,,—1-mensurédvel. Para provar que X, é uma martin-
gala basta mostrar, pela Proposi¢ao 5.11, que S, = Y1 +---+ Y, é
uma martingala relativamente a F,,. Mas

Sn:Xl—|—(X2—X1)—|—-'-+(Xn—Xn,1):Xn.
L]

Observacao 5.16. E valido um resultado analogo no contexto de
supermartingalas (submartingalas).
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5.1.3 Teorema de paragem opcional

Vimos na secgao anterior que se X,, ¢ uma martingala e 7 um tempo
de paragem entao X,;p, é também uma martingala. Adicionalmente,

E(Xpn) = E(X,) = E(X1).

No entanto, se considerarmos X, no momento exacto do tempo de
paragem,

XT(W) = L, . )
0 caso contrario

{XT(w)(w) se T(w) < 00

entao nem sempre F(X;) = E(X;). Como exemplo veja-se o caso da
estratégia de martingala. O teorema de paragem opcional estabelece
condigoes suficientes para que a propriedade da martingala se estenda
a tempos de paragem, isto é,

B(X,) = B(X1).

Antes de enunciar o teorema, necessitamos de uma defini¢ao téc-
nica.

Definigao 5.8. Uma sucess@o de varidveis aleatorias (Yy,)n>1 diz-se
uniformemente integravel sse existir uma fungao integravel g : @ —
[0, 00] tal que |Y;,| < g para todon =1,2,....

Estamos em condigoes de enunciar o teorema.

Teorema 5.17 (da paragem opcional de Doob). Seja (Xp)n>1 uma
martingala relativamente a uma filtragao (Fp)n>1 € T um tempo de
paragem. Se P(1 < 00) =1 € (Xran)n>1 € uniformemente integrdvel
entao E(X;) = E(Xy).

Ou seja, nao é possivel alterar um jogo a nosso favor usando uma
estratégia de paragem que satisfaga as condi¢oes do teorema. Antes de
comentarmos acerca das condigoes do teorema vejamos a sua demon-
stracao.

Demonstragao. Uma vez que P(T < co) = 1 segue que

lim X;a, =X, P-q.c.

n—oo

De facto, dado w € Q tal que 7(w) < oo, existe k& > 1 tal que
Xrwyan(w) = X7 (w) para todo n > k. Logo, segue do Teorema da
convergéncia dominada que

E(X;) = lim BE(X;n) = lim E(X1) = B(X}).

n—o0 n—o0
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Das duas condigoes do teorema da paragem opcional a mais dificil
de verificar é X, uniformemente integravel. Contudo existem alguns
casos em que podemos verificar essa condi¢ao com facilidade.

Proposigao 5.18. A martingala (Xran)n>1 € uniformemente inte-
grdvel se alguma das sequintes condi¢des se verificar:

1. A sucessao (Xian)n>1 € limitada, ou seja, existe um M > 0 tal
que | Xran| < M para todo n > 1.

2. O tempo de paragem € limitado: P(t < k) =1 para algum k > 1.
3. E(1) < oo e existe um M > 0 tal que
Vk>1 B(|Xgw1 — Xil [Fi) <M.

Demonstracao.
1. Segue directamente da Defini¢ao 5.8.
2. Se 7 < k P-q.c. entdo
’XT/\’II‘ < max{’X1’ P ’Xk‘} :
Logo, X;an € uniformemente integravel.
3. Seja,
W = ’Xl—Xo‘+|X2—X1|—|—...—|—|X7——XT,1| R

onde por conveniéncia se define Xog = 0 e Fy = {0, Q} a o-algebra
trivial. Segue da defini¢ao de X, A, que

| Xopn| W, Vn=12,...

Basta mostrar que W ¢é integravel, ou seja, E(W) < oco. Em
primeiro lugar note-se que,

W= [Xer1 — Xel Xrokr) -
k=0

Por outro lado, como E(|Xj+1 — Xi| Fr) < M temos que
E(| Xkt+1 — Xkl Xrohe131FE) = Xrora 13 B ([ X1 — Xi| [Fi)
< MX{r>ky1) -

Logo, E(| Xp+1 — Xi| Xr>k+1) < MP({T > k+1}). Assim temos
que,

EW) =Y E(|Xtt1 — Xel Xrons1y) € > MP{T > k+1})
i=0 i=0
=ME(T) < .
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Exemplo 5.19 (O jogo da ruina). Retomemos o jogo do langamento
repetitivo de uma moeda perfeita. Seja X1, Xo, ... varidveis aleatorias
IID tais que X,, € {—1,1} com igual probabilidade. Entao o passeio
aleatorio,

Sp,=X14+ ...+ X,

¢ uma martingala relativamente a F,, = o(Xy,...,X,). Considere-se
o tempo de paragem,

T=min{n € N: S, € {—a,b}},

onde 0 < a,b. Ou seja, o jogo termina quando o jogador obtiver um
prejuizo de a euros ou um lucro de b euros. Desejamos calcular a
probabilidade p, = P(S; = —a), isto é, a probabilidade de o jogador
acabar o jogo com um prejuizo de a euros em vez de um lucro de b
euros.

Suponhamos que as condic¢oes de aplicabilidade do teorema da par-
agem opcional se verificam, isto é,

o P(r<o0)=1
e S:an € uniformemente integravel

Entao, do teorema da paragem opcional segue que F(S;) = E(S1) = 0.
Por outro lado,

0= E(S;) =—apa +b(1 —p,) .

Logo,

b

Cb4a’

Portanto, se o jogador tiver a euros e estiver disposto jogar enquanto
nao os perder, entao a probabilidade de ruina é,

Pa

li = 1li =1
bl T N b+ a

Verifiquemos agora as condi¢oes do teorema.

e Uma vez que X, py, € [—a,b] logo X, a, € uma sucessao limitada.
Portanto uniformemente integravel.

e Demonstremos P(7 < co) = 1. Seja l = a + b o comprimento do
intervalo [—a, b] e Aj o acontecimento,

A ={Xp-1y41 = Xp—typ2 ==X =1}, k=1,2,...
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Note-se que P(Ag) = % para todo k = 1,2,.... Se Aj ocorrer
entao o jogo terminou antes de se chegarem as [ jogadas, uma
vez que S; > b. Logo, A1 C {7 <} e segue que

1

P(r>1) < P(A5) =1 5.

Se no entanto Ay U As ocorrer entdo S, = b para algum m €
{1,...,2l}. Logo o jogo terminou antes de se chegar a 2[-jogada.
Logo, A1 U Ay C {7 < 2l}. Portanto,

1 2
P(r > 21) < P((A1 U A3)°) = P(AS)P(AS) = (1 - 2l> :

Generalizando este argumento obtemos que,

k k
1
P(T>kl)§P<ﬂA§> = <1—21) L k=12,

i=1
Logo,
P(t=00) = lim P(t > kl)=0.
k—oo

Proposigao 5.20 (Equagao de Wald). Seja X,, uma sucessao de var-
idveis aleatorias IID com E(|X,|) < M para algum M > 0 e T
um tempo de paragem relativamente a filtragao o(X7, . .
P(r <o0)=1¢e E(T) < co. Entao

E() X)) =
i=1

onde u = E(X,,) para todon =1,2,....

., X)) tal que

Demonstragao. Seja Z, =Y ;- | X; — nu. Uma vez que Z, ¢ uma
martingala entao se o teorema da paragem opcional for aplicavel temos

que
0= ZX—T,M ZX

Logo, resta verificar as condl(;oes do teorema. De facto, usando a
Proposigao 5.18 basta provar que existe um M > 0 tal que,

E(|Zps1 — Zn| | Fn) <M, Vn=1,2,....
Mas,

E(|Zps1 — Zn| |Fn) = E(|Xn+1 — pl [Fn)
([ Xn+1 —pl)
([ Xnt1]) + p

M+p<oo.

E
E

IAINA

7

N



