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(a) Defina o que entende por varidvel aleatéria infinitamente divisivel e por varidvel aleatéria
estavel, apresente 3 exemplos de distribuig¢oes infinitamente divisiveis e 3 exemplos de dis-
tribuicoes estdveis. (2,5 valores)

(b) Seja X = (X1, X2, X3) um vector aleatério Gaussiano com distribuigdo N (m, A), onde
A =1 é a matriz de covariancia simétrica e definida positiva e m = (1, —1,0). Sabendo que a
fungao caracteristica geral para uma varidvel aleatéria Gaussiana unidimensional de distribuicao
N (1, 02) ¢

¢ (u) = exp (iuu - ;a2u2) ,
diga qual é a funcao caracteristica do vector X = (X1, X3, X3) e mostre que a distribuigao de
X é infinitamente divisivel. (2 valores)

2. Considere um processo de Lévy U (¢) com caracteristicas (b, c,v).

(a) Quais as condigoes que devem satisfazer os parametros b e ¢ e a medida de Lévy v de
forma a que o processo U seja um subordinador? Apresente ainda a forma geral da fungao
caracteristica de U (t) quando o processo U ¢ um subordinador. (2 valores)

(b) Seja U um subordinador (1/2)-estdvel e X um processo estocdstico tal que X (t) =
V2B (t), onde B (t) ¢ um movimento Browniano standard independente de U(t). Que tipo de
processo é o processo (que se obtém por transformagao temporal) V () = X (U (t)) e qual a
distribuigao de V (1)? Justifique adequadamente. (2 valores)

3. Considere um processo de Lévy X; com tripleto de caracteristicas (b,0,v) e medida de Lévy
v(dr) = o<z} + mﬁl{m>1}. Determine quais os valores para os parametros « e 3 de forma
a que v seja uma medida de Lévy e o processo tenha:

(i) actividade finita

(ii) actividade infinita

(iii) trajectérias com variac¢ao finita

(2,5 valores)

4. Seja X um processo de Lévy com tripleto de caracteristicas (b, c,r) e com medida de Lévy

1
v(dr) = 2ljpcpary + Fl{le}’



(a) Calcule a variancia do seguinte integral de Poisson

400
/ 2N (5,dz),
1
1

e descreva o que representa este integral em termos de amplitudes de saltos do processo de Lévy
no intervalo de tempo [0, 5]. (2 valores)
(b) Considere que o processo X é solugao da equacgao diferencial estocdstica

dX; = (m— X;_)dt + odBy + / xN (dt,dx), com X (0)=1.

|z|>1

Resolva esta equagao (sugestao: Considere o processo e! Xy e aplique a férmula de It6 de forma
adequada). (2,5 valores)

5. Considere um integral estocdstico do tipo Lévy

dY (t) = G (t)dt + F (t)dB (t) + H (t,z) N (dt, dz)

lz|<1

+ K (t,z) N (dt,dzx) .
|z[>1

(a) Deduza qual a condigdo (equagdo) que é necessdrio os processos G (t), F(t), H(t,x) e
K (t, z) verificarem para que o processo e¥ () seja uma martingala, justificando convenientemente.
(2,5 valores)

(b) Usando a condicdo (equacio) obtida em (a) verifique se e¥® ¢ martingala para os
seguintes processos:

(i) Y(t) = -2t +4B(t).

(i) Y(¢t) = fg G(s)ds + fot K(s)dN (s), onde N é um processo de Poisson com intensidade
A e com medida de Lévy associada v (dz) = Adp (x), especificando para o caso em que G(s) =
—Ae—1)e K(s) =1.

(2 valores)



