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Exemplo 5.21. Seja X1, Xo, ... variaveis aleatorias 11D tais que X, €
{0,1} e « = P(X,, = 1). Forme-se a soma,

Sn=X1+-+X,,
e considere-se o tempo de paragem,
T, =min{n € N: S, =k} .
Uma vez que P(7; < 00) temos pela equagao de Wald que
k= E(S:) =aE(t).
Logo, E(1;) = g

Exemplo 5.22. Retomando o Exemplo 5.19, desejamos calcular E(7).
A equagao de Wald nao ajuda uma vez que E(S;) =0e u= 0. No
entanto se considerarmos uma nova sucessio Z, = S2 — n é possivel
calcular E(7). Note-se que Z,, ¢ uma martingala, logo Z,x, é também
uma martingala. Logo,

0=FE(Z) = E(Z;pn) = E(S%,, — T An).
Portanto,
E(S2,,) = E(T An).

Como 7An ' 7 e Syan — Sr onde Syan € uma sucessao limitada, entao
pelo teorema da convergéncia monétona e da convergéncia limitada
temos que

E(S?) = E(1).

Mas como, F(S?) = GQHLG +b%(1 — bJ%a) = ab, logo,

E(t)=ab.

Teorema 5.23. Seja (Xy,)n>1 wma supermartingala (submartingala)
relativamente a uma filtragao (Fp)p>1 € T um tempo de paragem.
Se P(t1 < 00) = 1 e (Xsan)n>1 € uniformemente integravel entdo

E(X,) < B(X)) (B(X;) > B(X))).

Demonstracao. Deixa-se como exercicio. ]
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5.1.4 Convergéncia de martingalas

O resultado que se segue estabelece a convergéncia de uma martingala
com probabilidade 1 desde que a sucessao E(|Xy,|) seja limitada. Sua
demonstracao pode ser vista em [1].

Teorema 5.24. Seja X,, uma martingala tal que E(|X,|) < M para
todon =1,2,... e algum M > 0. Entdo existe uma varidvel aleatoria
Xoo integrdavel tal que

Xoo = lim X,,, P—gq.c

n—0o0

Como corolério tem-se o seguinte resultado.

Corolario 5.25. Se X,, € uma martingala ndo negativa entdo existe
uma varidvel aleatoria X tal que

Xoo=lim X,,, P—gq.c

n—o0

Demonstracao. Uma vez que X,, é nao negativa tem-se
E(|X,]) =E(X,) =FEX1), Vn=1,2,...

O resultado segue do teorema anterior. O

Exemplo 5.26. Considere novamento o jogo honesto,

onde X, é uma sucessao de variaveis aleatérias IID tais que X,, €
{—1,1} com igual probabilidade. Suponha que o jogador dispoe de
crédito limitado, a euros. Portanto, é obrigado a abandonar o jogo
quando o seu prejuizo atingir esse limite,

T=min{n >1:5, =—a}.

Logo, a martingala S, +a é ndo negativa e segue do corolario anterior
que
S; = lim S;nn, P —q.c.
n—oo

Uma vez que
|Sp41—Sn| =1, Yn=1,2.3,...

entao 7 é finito P-q.c., caso contririo a sucessao S;, nao seria con-
vergente P-q.c.

Conclui-se assim que com probabilidade 1, o jogador serd obrigado
a abandonar o jogo ao fim de um ntmero finito de jogadas.
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Exemplo 5.27. Sejam Xi, Xo,... variaveis aleatorias IID tais que
X, € {0,2} com igual probabilidade. Uma vez que E(X,,) = 1 entao

é uma martingala. Como Z, > 0 entao aplicando o corolario anterior
tem-se
Zoo = lim Z,, P —q.c.

n—oo

De facto, Zo, = 0, P-q.c.

6 Processos Estocasticos

6.1 Definigcoes gerais

Definigao 6.1. Seja (€2, F, P) um espaco de probabilidade. Um pro-
cesso estocastico X ¢ uma coleccio X = {X;:t € T} de variaveis
aleatorias Xy : 2 — R indexadas por um parametro ¢t € T' C R.

Quando o conjunto dos parametros 7' é um conjunto numerével,
tipicamente 7' = {0,1,2,...} ou T = Z, entao o processo estocastico é
de parametro ou tempo discreto.

Observagao 6.1. Neste contexto, uma sucessao de variaveis aleatérias
é um processo estocastico de tempo discreto.

Quando T é um intervalo, tipicamente T' = [0,00[ ou T' = R,
entao o processo estocéstico é de parametro ou tempo continuo.
Ao conjunto dos valores que as varidveis aleatérias X; podem tomar
designa-se por F, o conjunto dos estados do processo estocas-
tico. Quando o conjunto dos estados F é finito ou numeravel entao o
processo estocéstico diz-se discreto, caso contrario diz-se continuo.

Observagao 6.2. E usual escrever-se X (t) quando o processo é de
tempo continuo.

Para cada w € ) a funcéo
t— Xt(w) , teT

¢ designada por trajectéria ou realizagao do processo. Uma tra-
jectoria de um processo referente a um periodo limitado de tempo é
designada por série temporal.

A lei de probabilidade do processo estocastico é dada por todas
as distribui¢oes de probabilidade conjuntas de um ndmero finito de
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variaveis aleatorias (Xy,,..., Xy, ). Portanto, a lei de probabilidade do
processo consiste na familia de fungoes de distribuigao de probabilidade
conjuntas,

F(th,...,th)(l‘17"')"'ETL) = P(th S xl?"‘)th S :Cn)7

onde t1,...,t, sdo quaisquer conjunto finito de indices pertencentes a
Ten>1.

Definigao 6.2. Dois processos estocasticos X = {X;:t €T} eY =
{Y; : t € T'} dizem-se identicamente distribuidos sse tiverem a mesma
familia de funcoes de distribuicao de probabilidade conjuntas, ou seja,

Fixiy X)) = Fvayon¥en)
para todo o conjunto finito de indices t1,...,t, € T en € N.

Definigao 6.3. Dois processos estocasticos X = {X;:t €T} eY =
{Y; : t € T'} dizem-se independentes sse os vectores aleatorios

(th,...,th) € (Ytl,...,Y%n)
sao independentes para quaisquer ti,...,t, € T en € N,

Observagao 6.3. Note-se que dois vectores aleatérios sao indepen-
dentes sse as suas o-algebras induzidas sao independentes.

Exemplo 6.4. Considere uma sucessao (X, ),>1 de variaveis aleatorias
independentes. O processo estocéstico de tempo discreto

S={S,=X1+ -+ X,:neN},

é designado por passeio aleatério. A variavel aleatéria S, por ser in-
terpretada como o deslocamento até ao instante n, podendo ser escrita

Sn: n—1+Xn~

6.2 Estacionariedade

Em termos gerais, um processo estacionario é um processo cujas carac-
teristicas de aleatoriedade nao se alteram ao longo do tempo. Existem
diversas defini¢oes de estacionariedade.

Definigao 6.4. Um processo X; diz-se estacionario em média sse
E(Xy)=p, VteT.

Num processo estacionario em média o seu valor esperado nao
evolui ao longo do tempo.
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Definigao 6.5. Um processo X; diz-se de covariancias estacionarias
sse

1. Os momentos de segunda ordem sao finitos, isto é
E(X})<oo, WeT,
2. Existe uma funcao v : T — R tal que
Cov(Xs, X¢) =~(t—s), Vs<t.

Observacao 6.5. Num processo X; com covaridncias estacionarias
tem-se

Var(X;) = ~(0) .
Ou seja, a varidncia do processo nao se altera ao longo do tempo.

Definigao 6.6. Um processo X; diz-se estacionario até a segunda
ordem sse for estacionario em média e tiver covariancias estacionarias.

Uma defini¢do de estacionariedade mais forte que as anteriores é a
seguinte.

Definigao 6.7. Um processo X; diz-se fortemente ou estritamente
estacionario de ordem k € N sse para quaisquer instantestq,...,t; €
T e qualquer h tal que t; + h € T, i =1,...,k, os vectores aleatorios
(X1, Xy,) e (Xt 4hs - -, Xiy4n) sdo identicamente distribuidos.

Chegamos assim a defini¢ao de estacionariedade mais forte.

Definigao 6.8. Um processo ¢ fortemente ou estritamente esta-

cionario sse for fortemente estacionario de ordem k para qualquer
ke N.

Esta definicdo de estacionariedade implica todas as outras. Adi-
cionalmente, num processo fortemente estacionario todas as variaveis
aleatérias X; tem a mesma distribuicdo. Analogamente, todos os
pares (X, X;) sao identicamente distribuidos desde os instantes es-
tejam igualmente espagados no tempo.

Exemplo 6.6. Qualquer sucessao de variaveis aleatorias IID é um
processo fortemente estacionéario.

Exemplo 6.7. Considere um processo estocéastico {X,, : n=1,2,...}
tal que F(X,,) =0 e Var(X,,) = o2 para todo n > 1 e Cov(X,,, X,,) =
0 para n # m. Este processo é estacionario até & segunda ordem,
sendo usualmente designado por ruido branco.
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Exemplo 6.8. Seja (X,,),>1 uma sucessao de variaveis aleatorias 11D,
feReY, =X, —0X,_1. O processo estocéstico

Y ={Y,:neN}

é estacionario até & segunda ordem. E usualmente designado por pro-
cesso de médias moveis de primeira ordem, MA(1).

6.3 Processo com incrementos estacionarios e
independentes
Definicao 6.9. Um processo estocéstico X; diz-se de:
e incrementos independentes sse para quaisquer instantes t; <
to < .-+ < t,, as varidveis aleatoérias

KXty — Xty Xty — Xty oo o3 X,y — Xy

sao independentes.
e incrementos estacionarios se para quaisquer instantes t,s € T’
eh>0tal quet+ h,s+ h €T, as variaveis aleatorias
Xt—l—h - Xs+h e Xi— Xg
sao identicamente distribuidas.

Exercicio 53. Mostre que um processo estocéstico {X; : ¢t € T'} tal
que Xg = 0 tem incrementos estacionarios sse para todo t > s tal que
t — s € T as variaveis aleatérias X; — X e X;_s sdo identicamente
distribuidas.

Como o seguinte resultado demonstra é facil caraterizar os proces-
sos estocasticos em tempo discreto com incrementos independentes e
estacionarios.

Proposicao 6.9. Uma sucessao de varidveis aleatorias (Xo, X1, Xo,...)
tem incrementos independentes e estaciondrios sse existir uma sucessao
de varidveis aleatorias (Uy,Us,...) 1ID tal que

anzn:Ui n € N.
=1

Demonstragao. Se (Xo, X1, Xo,...) tem incrementos independentes
e estacionarios entao seja U, = X,, — X,,_1 paran = 1,2,.... Segue
da construgao que a sucessao (U, Us,...) ¢ IID e

Xn=Up++Un.
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