Se por outro lado (Uy, Us,...) é IID entao mostremos que X,, = U; +
-+ + U, tem incrementos independentes e estacionéarios. De facto,
dados n > m temos que

Xn_Xm: m+1+"’+Un-

Tome-se quaisquer n; < no < --- < ng. Uma vez que Uy, Us, ... sao
IID segue que os incrementos

Xy — Xty Xy — Xy oo Xy, — X,

Nk—1

sao independentes. A estacionariedade prova-se de maneira semel-
hante. O

Num processo estacionario {X; : ¢ € T'} com incrementos indepen-
dentes e estacionarios, se sabemos a fun¢ao de densidade de probabil-
idade de X; para todo t € T entdao podemos determinar a fungao de
densidade conjunta ft, .+, de qualquer vector aleatorio (Xy,, ..., Xy, ).

Proposicao 6.10. Seja X = {X;:t € T} um processo estaciondrio
com incrementos independentes e estaciondrios tal que Xg = 0 e Xy
tem funcao densidade de probabilidade f; para todot € T. Set; € T,
i=1,...,n, tal que

O<t1 <ta<- - <ty
entao
ftl,tg,.‘.,tn (331, z2, ... aJUn) = ft1 (iL“l)ftrtl (562*561) T ftnftn_l (Cﬂn*fﬁnfl) .

Demonstragao. SejaUy = Xy, eU; = Xy, — Xy, , parai =2,...,n.
Entao

(th,th,...,th):(Ul,Ul+U2,...,U1+U2-|—"'+Un).

Segue de o processo ter incrementos estacionarios e independentes que
as variaveis aleatoérias Uy, Us, ..., U, sdo independentes e tém funcoes
de densidade marginais f,, fto—t; - - - ft,—t,_,- LOSO,

fUl,...,Un (1:17 s al"n) = ft1 (wl)ftg—tl(m) T ftn—tn_1 (xn) .

Seja X = (X4, X4,,...,X4,), U = (U1,...,Us) e considere a
funcado h : R™ — R" definida por

h(z1,...,xn) = (x1,21 + T2, ..., 21+ T2+ -+ Tp) .
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Segue do teorema da mudanca de variavel que,

/gde:/ g0 hdpy
R™ R™

— [ gon-fydm,
2/ gz, z1+ 2, .. 1+ xy) fulzn, .. xn) dmy,

:/ g($1a-~7xn)fU(-Tla=T2_xla---aajn_l'n—l)dmn
n

Como a fungao g é arbitraria concluimos que

dpx
i (X1, xp) = fulz1,22 — T1, ..., Tp — Tp—1) -
n

O]

Proposicao 6.11. Seja X = {X; : t € T'} um processo estocdstico com
incrementos independentes e estaciondrios tal que Xog =0 e E(X?) <
oo para todo t € T'. Entao existem constantes i € R e o > 0 tal que

1. BE(Xy)=pt parateT.

2. Cov(Xs, X;) = o?min {s,t} para todo t,s € T?.

Demonstracao.

1. Define-se a funcao g(t) = F(X;). Note-se que dados t,s € T tal

que t + s € T, as variaveis aleatorias X;1, — X5 e Xy — Xg séo
identicamente distribuidas. Logo,

g(t +8) = B(Xits) = B(Xigs — Xs + X55)

Portanto, g é uma funcao aditiva. E possivel provar que as tinicas

funcoes aditivas e limitadas em intervalos limitados s&o as funcoes

lineares g(t) = ut para algum p € R (ver [1]). Logo, E(X;) = ut.
2. Demonstragao analoga a anterior.

O]

Exercicio 54. Seja X = {X;:t € T} um processo estocéstico com
incrementos independentes e estacionérios tal que Xg = 0 e B(X?) <
oo para todo t € T. Mostre que existe uma constante positiva o tal
que

Var(X; — Xs) = o |t — s .
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6.4 Processo de Markov

Um processo de Markov é um processo estocastico em que o futuro é
independente do passado quando se conhece o presente.

Definigao 6.10. Um processo estocastico X = {X;: ¢t €T} ¢ um
processo de Markov se satisfizer a propriedade de Markov,

P(Xt S B’th,...,th) = P(Xt < B|th)7

sempre que t] < to < --- < t, <t €T e para todo o Boreliano B de
R.

Observacgao 6.12. Note-se que P(X € B|Y) = P(X~}(B)|o(Y)) ¢ a
probabilidade condicionada do acontecimento {X € B} dado a infor-
macao de Y, como foi definida anteriormente.

Exemplo 6.13 (Passeio aleatorio ¢ um processo de Markov). Considere-
se o passeio aleatorio

Sp=X1+4 -+ Xn,

onde X1, Xo,... sdo variaveis aleatorias IID tais que X; € {—1,1}.
Uma vez que

onde X, 11 é independente de S;, ¢ = 1,...,n temos que

P(Sn+1 :S‘Sl 281,...,Sn28n) :P(Sn—i-Xn_H :8’51 281,...,Sn28n)
=P(Xpt1=8— 8|1 =581,...,5, = spn)
:P(Xn+1:$—3n).

Por outro lado,

P(Sp+1 = 8|Sn = sn) = P(Sy + Xpnt1 = 8|Sn = sn)
= P(Xp41 =8 — 8,|Sn = sn)
=P(Xnt1=85—5p).

Logo,

P(Sn_H = S|S1 = S1,.. .,Sn = Sn) = P(Sn—I—l = S‘Sn = Sn)
de onde se pode verificar com facilidade a propriedade de Markov.

Generalizando o exemplo anterior obtem-se o seguinte resultado.

Proposicao 6.14. Um processo estocdastico X = {X;:t € T} de in-
crementos independentes com T = [0,00[ ou T = {0,1,2,...} € um
processo de Markov.
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Demonstragao. Deixa-se como exercicio. O

Exemplo 6.15. No entanto existem processos nao Markovianos, como
é o caso do processo autoregressivo de ordem 2, designado por
AR(2),

Yo=a1Yn 1+ aY, o+ Xy,

onde X,, é uma sucessao de variaveis I1ID.

Quando o conjunto de estados do processo de Markov X é finito
ou numeravel entao diz-se que X é uma cadeia de Markov. Note-se
que dependendo da natureza do conjunto dos pardmetros, uma cadeia
de Markov pode ser a tempo discreto ou continuo. Quando o
conjunto de estados e dos pardmetros é um intervalo diz-se que X ¢é
um processo de difusao.

6.5 Processo de Wiener

O processo de Wiener é um processo de difusdo usado para modelar
o movimento Browniano, isto é, o movimento descrito por uma
particula imersa num liquido quando esta colide com as moléculas do
liquido. O processo de Wiener é também amplamente utilizado em
matematica financeira.

Definigao 6.11. Um processo estocastico a tempo continuo W =
{Wy : t € ]0,00[} diz-se um processo de Wiener sse:

1. Wy =0, P-q.c.

2. as trajectorias t — W, sao continuas P-q.c.

3. paraquaisquer 0 < t; < --- < t,, o vector aleatorio (Wy,, ..., Wy,)
tem func¢ao de densidade conjunta,

Frotn (@1, 2n) = pry (1) Pty—t, (T2—21) -+ Dty —t, 1 (Tn—Tn—1),

onde
1 2

e 2t

pt(x) = \/ﬁ )

é a fungdo de densidade da distribuicao Gaussiana.

Exercicio 55. Mostre que a funcao de densidade de W; é

1 22
T) = e 2t
ft( ) V27t

e calcule E(W;) e Var(W,).
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Proposicao 6.16. Para quaisquer 0 < s < t o incremento Wy — W
tem distribuicao normal com valor esperado 0 e varidncia t — s.

Demonstragao. Segue da terceira condigao da definigao do processo
de Wiener que a funcao de densidade conjunta de (Ws, W;) é

fst(@,y) = ps(@)pe—s(y — x) .

Logo,
PW, — W, <2z)= / ps(z)pr—s(y — x) dzdy
{y—=<z}
+o0 z+x
= / / ps(@)pt—s(y — x) dydx
z oo
- / / Po(@)pt—s(y) dady
- / Pr_s(y) dy
Logo,
1 _y?
_s = [ 2(t—s)
ft (y) 27r(t—s)

O]

Proposicao 6.17. Um processo de Wiener tem incrementos indepen-
dentes.

Demonstracao. Para quaisquer 0 < t; < t3 < - < t,, queremos
mostrar que os incrementos,

th - W07 Wt2 - tha cee 7th - th—l

sdo independentes. E possivel demonstrar que se X1, ..., X, sdo var-
iaveis aleatérias que seguem uma distribuicao normal entao sao inde-
pendentes sse nao sao correlacionadas, ou seja, Cov(X;, X;) = 0 para
todo i # j. Portanto, como o valor esperado dos incrementos é nulo,
é suficiente mostrar que,

E[(W,-W)(Wsg=W)] =0, t<u<r<s.

Mas para s < t temos que,

+oo +oo
B(W,W,) / / 2ypa(£)pe_sy — ) ddy

[T ([ ety dy) da

+oo
= / 2ips(z)de =s.

—00
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Logo,

E (W, —Wy)(Ws —W,)] = E(W,Ws) — EOW,W,) — E(WWs) + E(W,W,.)
=u—u—t+t=0

Segue das proposi¢oes anteriores que,

Corolario 6.18. Um processo de Wiener tem incrementos indepen-
dentes e estaciondrios.

Exercicio 56. Mostre que um processo de Wiener é estacionério em
média, mas nao tem covaridncias estacionarias.
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