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1-Conceitos e COﬂCEltOS

Classificacdo * Renda: sucessao de capitais que se vencem periodicamente ao longo do tempo
em momentos equidistantes;

* Periodo da renda: intervalo de tempo entre cada vencimento, isto €, o
vencimento que vai de um vencimento de capital até ao vencimento
imediatamente a seguir.

* Termo da renda: valor dos capitais que se vencem periodicamente
200 € 240 € 270 €

='='_:‘: :> RENDA

31/12/2013 31/12/2014 31/12/2015

150 € 150€ 150€

S A -

01/06/2014 01/01/2015 01/02/2015
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* Valor Actual da Renda: Valor referido ao inicio do primeiro periodo, "momento
0" . E constituido pela soma dos valores actuais de cada um dos seus termos,

referidos ao momento 0.
200 € 200 € 200 €

1-Conceitos e
Classificacao

0 1 2 3 anos

* Valor Acumulado da Renda: Valor referido ao fim do ultimo periodo. E a soma
dos valores acumulados/capitalizados de cada um dos seus termos.

200 € 200 € 200 €
0 1 2 3 anos
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* Valor Intermédio da Renda: Soma dos valores acumulados dos termos vencidos
com a dos valores actuais dos termos vincendos, todos referidos ao ponto
intermédio.

1-Conceitos e
Classificacao

200 € 200 €

0 1 1.5 2 3 anos
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. * Classificacao das Rendas:
1-Conceitos e

Classificacao

Critério Tipo de Renda Caracteristicas Principais
Variabilidade dos Constante Termos iguais
termos Variavel Termos diferentes
Temporaria Numero finito de termos
Numero de Termos [Perpétua Numero infinito de termos
Periodos darendae |Inteira Periodos coincidentes
taxa de Juro Fraccionada Periodos nao coincidentes

12 termo vence-se um periodo apoés
a negociacao

Vencimento do ) 12 termo vence-se no momento da
. Antecipada .
primeiro Termo negociacao

Normal, imediata, postecipada

19 termo vence-se m periodos apos

Diferida m-1 periodos -
negociagao

Certa Pagamento dos termos
Acontecimentos independentes de factos aleatérios
Pagamento dos termos ligados a
factos aleatoérios

Incerta
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e Valor actual e acumulado:

* Renda tempordria inteira constante e imediata ou normal/postecipada: renda
Tl Al de termos constantes com um numero finito de termos em que o seu periodo
e Acumulado coincide com o periodo da taxa de juro e o primeiro termo vence-se um periodo

apos a negociacao:

Exemplo: O Jodo comprou um iPad, pagavel em trés prestacdoes anuais de 950,00 euros
cada (inclui juros). Taxa de 9% ao ano. Se o Joao quisesse pagar o computador, na sua

totalidade, no momento da compra, quanto deveria ter desembolsado?

Valor
Actual=?
(0] 1 2 3

anos

iA=9%
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* Generalizando:

Valor
Actual=?
1 1 1 1

2- Valor Actual o 1 > n-1

~ _

e Acumulado ~

n s
periodos

O valor actual & dado por:

Valor Actual = 1x (1+)1+ 1 x (1+i)2+ ... + 1 x (1+i)™
Se a notacao para o valor actual de uma renda com estas caracteristicas for:

A = Ix (L)L + 1 x (L+0) 2 + .+ 1 x (L+)™
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Fazendo (1+i) 1=y,

a—|.:v+v2+...+v”
2- Valor Actual i

e Acumulado

Estamos perante uma progressao geomeétrica de razao v, cuja soma dos termos é igual
a:

_w-w'.w
1-v

4

Multipliquemos o numerador e o denominador da fraccao por (1+i):
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Temos:
5-Valor Actual Q= (1+i)‘1-(1+i)‘”(1+i)‘1X(1+i) _ (@+iyTA+) -@+iy™
e Acumulado i 1-(1+ i)'l (1+i) (1+i)- (1+ i)-1+1

_ 1) _ 1-V
1+i-1 i
Ou seja: L)

Ou o valor actual de uma renda de termo T sera dada por::

1-(1+i)"

T.arTIi =T. |
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e Valor acumulado

Valor
Acumulado=7,
2- Valor Actual

1 1 1 1

e Acumulado : . " . . ;
0 1 2 -1 n o
L — periodaos

O valor da renda referido ao ultimo momento (momento n), ou seja, o valor
acumulado, pode ser representado por:

S =(A+H)™M+@Q+D)"2+ .+ (1 +D)2+(DH)+ L

nii

Trata-se de uma progressao geométrica de razdo (1+i)*
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Logo:

S, =L+ (L) )11+

PRVEIEYSTEN Vultiplicando ambos os termos por (1+i), obtemos apds simplificacao:
e Acumulado

(1+i)"-1

S, =
nii I
Ou no caso de uma renda de termo T, o valor acumulado é dado por:

T.s

_7 (%) -1

nli I

ISEG — Lisboa School of Economics & Management Calculo e Instrumentos Financeiros



@ SCHOOL or
FECONOMICS &
Yl MANAGEMENT

Il -Rendas

* Expressoes gerais: Renda de termos constantes T e normais

Valor actual:

2- Valor Actual
e Acumulado

1- (1+i)"

T-ami =T. |

Valor acumulado:

Ver exemplo
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* Renda temporaria inteira constante e antecipada: renda de termos constantes com
um numero finito de termos em que o seu periodo coincide com o periodo da taxa
de juro e o primeiro termo vence-se no momento da negociacao, isto &, os seus
termos vencem-se no inicio do periodo a que dizem respeito.

Valor
3- Rendas de Actual=?
termos

constantes : : : | : >
0 1 2 n-1 n

periodos

O valor actual da renda antecipada é dada por:

& =1+ A+t + @A+)2+ .+ (A+)y™D =1+ a5,
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Relacionando com a renda normal, temos:
dn—d = an—li i (1 + l')
3- Rendas de ,
termos Da mesma forma, temos que o valor acumulado é dado por:

constantes

S:n = Sp—i ¥ (1 +10)

)
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* Renda temporaria inteira constante diferida: renda de termos constantes com um
numero finito de termos em que o seu periodo coincide com o periodo da taxa de
juro e o primeiro termo vence-se mais do que um periodo apés o momento da
negociacao.
3- Rendas de , , .. /o ,
N Exemplo: O Tomas também adquiriu um computador portatil, que pagara em quatro

constantes prestacdes semestrais, de 650,00 € cada, incluindo juros, no final de cada semestre,
sendo o primeiro pagamento efectuado daqui a trés semestres. A empresa vendedora
financia a compra a taxa de 4% ao semestre (i;=4%). Se o Tomas pretendesse pagar o
computador, na sua totalidade, no momento da compra, quanto deveria desembolsar?
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* Ou seja:

-

Valor
Actual=?
0 1
H_J

is=4%

»

650€ 650€ 650€ 650€
2 3 4 5 6 7

semestres

3- Rendas de
termos

e Para uma renda diferida k periodos o valor actual € dado por:

E o valor acumulado:

— -k
e S (1+1)

KSali=Shli
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* Renda perpétua: uma renda perpétua € uma sucessao de capitais em numero
infinito. Uma renda perpétua pode ser imediata, antecipada ou diferida, constante
ou variavel e ainda inteira ou fraccionada.
T T
Renda perpétua constante inteira imediata:
5- Rendas ] 1-%
Perpétuas aai:r[m A, = rl,'fll,v = lim (1i+l)

T

ai=7 |:ll> Valoractual =T * de_; =~

l
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Exemplo: Determine o valor actual de uma renda perpétua inteira constante sendo os
termos iguais a 10 euros ano. Considere uma taxa de juro anual de 5%.
5- Rendas
Perpétuas

ISEG — Lisboa School of Economics & Management Calculo e Instrumentos Financeiros
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* Rendas Variaveis: Diz-se que uma renda é variavel se os seus termos sao
variaveis ao longo do tempo. Essa variabilidade pode seguir qualquer lei
matematica ou pode ser aleatodria. Neste ultimo caso, o valor actual tera de ser
feito através da actualizacao dos termos um a um.

e Renda variavel em progressao aritmeética crescente

Exemplo: O Jodo comprou um computador pagavel em 3 prestacdes postecipadas
anuais, de 950, 1000 e 1050 euros (incluindo juros). O crédito é financiado a taxa de 9%

ao ano. A pronto quanto pagaria?

4-Rendas de
termos
variaveis

ISEG — Lisboa School of Economics & Management Calculo e Instrumentos Financeiros
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Genericamente, consideremos uma renda cujos termos constituam uma

progressao aritmética de razao 1 e cujo primeiro termos seja também
igual a 1 designando o valo

r actual dessa renda por (Ia,,_;):

falor
Actusl=7
1 2 n-1

1] 1 P -1 c
“ n nper::-:luﬁ
|
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* Esta renda pode decompor-se em varias rendas de termos unitarios:
(la); =v+vZ+ v+ +vn+
VZ+ V34 L+ VN +
Vi+ L+ VT +
+ Vv =
4-Rendas de - a, +,a— +,a— +...+ . a. .
termos nli 1 “hdi 2 Th-2li n-1 4
variaveis
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» Substituindo as expressoes pelas respectivas formulas e simplificando,
obter-se-a:
a, -n.v"
(Ia)mi — _nli I
* Ou, se em alternativa a renda unitaria existir uma renda de 12 termo e
razao igual a h:
4-Rendas de .. -\-n
termos h (Ia) —h ami'n-(l-l'l)
VEREVER ) nl i : i
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* No caso de se tratar de uma renda em progressao aritmética de n termos, sendo o
primeiro igual a C e a razao igual a h, podemos também decompor a mesma em
rendas ja conhecidas:
Valor
Actual=?
C C+h C+2h . C+(n-2)h C+(n-1)h
0 1 2 3 n-1 5
: , periodos
* Para facilitar
4-Rendas de - . > . a1 ” p:riodos
termos ______i_ ___________________________
variaveis Vaor

periodos

ISEG — Lisboa School of Economics & Management Calculo e Instrumentos Financeiros
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* Logo, neste caso estaremos perante uma renda constante de valor (C-h)

e uma renda em progressao aritmeética crescente, com valor da razao
igual ao primeiro termo (h):

Valor Actual = (C-h). a;. +h. (la),

Em que:

-n. (1+ B
4-Rendas de 7|
termos h'(la)ﬁl =h.

variaveis

ISEG — Lisboa School of Economics & Management Calculo e Instrumentos Financeiros
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* Considerando o exemplo anterior:
Exemplo: O Jodo comprou um computador pagavel em 3 prestacdes postecipadas
anuais, de 950, 1000 e 1050 euros (incluindo juros). O crédito é financiado a taxa de 9%
ao ano. A pronto quanto pagaria?
4-Rendas de
termos
VEREVES

ISEG — Lisboa School of Economics & Management Calculo e Instrumentos Financeiros
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* Entao o valor actual dessa renda sera:

Valor Actual = (950-50) . 8 ., + 50 (1a); o= 2278,16 + 245,87 = 2524,03 €

0,09

Se aplicarmos directamente a formula atras enunciada, de forma
imediata obteriamos o mesmo resultado:

C=950€:h=50€n=3;1I=9%

Valor Actual = (950 - 50) . 8, . +50. [é?—;|009 -3.(1+0,09)2]/0,09 = 2524,03 €
4-Rendas de ’ ’
termos

variaveis
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 Renda variavel em progressao aritmética decrescente:
Exemplo: A Eduarda comprou um iPod pago em 4 mensalidades normais de
40, 30, 20 e 10e. im = 1.2%. Qual o valor em Divida? (h =-10)
=40(1,012)"! + 30(1,012)"2 + 20(1,012)"3 + 10(1,012)*
=10(1,012)"! + 10(1,012)"2 + 10(1,012)3 + 10(1,012)*
+10(1,012)"1  + 10(1,012)"%2 + 10(1,012)73 +
+10(1,012)"Y + 10(1,012)72 + +
+10(1,012)71 +
+10 agq1.2% +10 azq1.2% +10 azq1.2% + 10 asy1.2%
4-Rendas de 10 4 — as1.29
termos 1.2%
variaveis 97.65 £

ISEG — Lisboa School of Economics & Management Calculo e Instrumentos Financeiros
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* Genericamente, consideremos uma renda cujos termos constituam uma progressao
aritmética decrescente de razao 1 e cujo ultimo termo seja também unitario -
(Da)nqi: '
o | , s
(Da)y =v+v2+ 3+ +yml+yn+
VHVZHVE+ L v+
V+VZHVE+ L+
4-Rendas de VA2V +
termos
8B VHV2+
variavels

V=

= aﬂi+aﬂi+'"+aﬂi+aﬂi+aﬂi
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Substituindo as expressoes a,- ; pelas respectivas formulas e simplificando:
(Da)- I, W
I | I |
IR RS BIAR S SRl
B i
Obtém-se a seguinte formula:
(Da), = —
4-Rendas de I
termos
VEREVES

Ou no caso das rendas de ultimo termo e razao igual a h:

h.(Da),. =h. iﬂmi
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* Progressao aritmética decrescente de razao h e ultimo termo D
Actual =?
. D-I-(nl-1)h D-I-(nl-2)h D+(|‘|-3)h - D-Il-h I:I)
0 1 > 5 01 n ,
: periodos
Actual=?
4-Rendas de (I) Il I2 :; 'I" nll n p;rl'odos
termos o
variaveis
. . " S o 2 PN
0 1 2 ! a1 N
g : ; periodos
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* Em termos globais, quando o ultimo termo (D) nao é igual a razao (h), o
valor actual calcula-se da seguinte forma:
Valor Actual = (D - h). &, +h . (Da).
Em que:
n-a..
h.(Da), . :h.( _ﬂ')
4-Rendas de |
termos

variaveis
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e Renda varidvel em progressao geomeétrica

Exemplo: O Jodo comprou um computador portatil, que pagara em trés prestacoes
anuais (com juros incluidos), sendo a primeira igual a 950,00 € e as restantes com um

acréscimo de 25% relativamente a anterior. A empresa vendedora financia a compra a
taxa de 9% ao ano. Se 0 Joao quisesse pagar o computador, na sua totalidade, no
momento da compra, quanto deveria ter desembolsado?

Suponhamos uma renda cujos termos veriem em progressao geomeétrica, com o primeiro termo igual a
Cederazao h. Se h>1, arenda é crescente; se O<h<1, € uma renda decrescente.

4-Rendas de
Valor
termOS Actual=?
[ Ch Che - Chnzl Chi=1

variaveis

! ¥ L] I
0 1 2 3 - n-1 n
l'_"r"._‘l

periodos
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Valor actual = Cv + Chv? + Ch?v3 + ...+ Ch™lyn
Colocando C em evidéncia, obtém-se uma progressao geomeétrica de razao hv. Logo, a
soma dos termos de uma progressao geométrica, temos que:
v—h" 1 x " x hy
Valor actual = C.
1—hv
Ou,
1-h"(1+0D)™
Valor actual = C -
1+i—nh

4-Rendas de

termos
variaveis
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* Rendas Fraccionadas: renda de termos constantes com um numero finito de termos
em que o periodo da taxa de juro é diferente do periodo da renda. O periodo da
taxa sera portanto igual a x periodos da renda (x=1 renda inteira).

"

Solucao mais simples: calcular a taxa de juro equivalente referenciada ao periodo da renda

Exemplo: Qual é o valor actual de uma divida que vai ser reembolsada em 3 anos
através de 6 prestacoes semestrais normais de 400 cada, sendo a taxa de juro anual de
9%.

6 -- Rendas
Fraccionadas
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