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Capitulo 1

Introducao

O objectivo fundamental deste texto é introduzir os conceitos fundamentais
de célculo estocdstico aos alunos de mestrado, pés-graduagao ou doutora-
mento em matemadtica financeira. Em particular, este é o texto tedrico
de base para a unidade curricular de "Caélculo Estocéastico"do Mestrado em
Matemética Financeira, ISEG, Universidade Técnica de Lisboa, ano lectivo
de 2011/2012.

Pretende-se explorar as principais técnicas e métodos do célculo estocéas-
tico e da teoria de equagoes diferenciais estocdsticas, relacionar as equagoes
diferenciais estocdsticas e as equagoes diferenciais parciais e aplicar as técni-
cas e métodos do célculo estocastico a problemas e modelos da matemética
financeira, em particular na avaliagao e cobertura de risco de produtos fina-
ceiros derivados como opgoes ou futuros.

Para abordar este texto com proveito, o leitor deve ter conhecimentos (ao
nivel de licenciatura) de célculo diferencial e integral, teoria da probabilidade
(e alguma coisa de teoria da medida), teoria de processos estocasticos e alguns
conhecimentos de equagoes diferenciais ordindrias e parciais também podem
ser tteis embora nao sejam essenciais.

1.1 O que é o cdlculo estocastico?

Muito resumidamente, o célculo estocdstico é um tipo de cdlculo integral e
diferencial que envolve processos estocdsticos em tempo continuo, como por
exemplo o movimento Browniano. O célculo estocdstico permite definir in-
tegrais de processos estocdsticos, onde a "funcao integradora'"é também um
processo estocdstico. Podemos também definir e resolver equacoes diferen-
ciais estocdsticas, que sao bdsicamente equacoes diferenciais ordindrias com
um termo aleatério.
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O processo estocdstico mais importante para as aplicagoes financeiras e
que é um processo paradigmético na desenvolvimento do cdlculo estocdstico
¢ o movimento Browniano. Por isso vamos focar a teoria na integracao es-
tocdstica relativamente ao movimento Browniano. Os tépicos fundamentais
apresentados neste texto sao a construcao de integrais estocasticos, a férmula
de It6, equacoes diferenciais estocdsticas, o Teorema de Girsanov, a discussao
das relacoes entre equacoes diferenciais estocdsticas e equacoes diferenciais
parciais e aplicagoes ao modelo de Black-Scholes para avaliacao de derivados
financeiros. Antes de abordarmos estes tépicos, comegaremos por apresen-
tar alguns resultados fundamentais sobre processos estocdsticos, esperanca
condicional, martingalas e movimento Browniano.

Para além da avaliacao e cobertura de risco de opcoes e outros derivados
financeiros, outras aplicagoes importantes do cdlculo estocdstico em financas
sao feitas em modelos de taxas de juro e risco de crédito, por exemplo.

Relativamente a teoria do movimento Browniano e calculo estocéstico, ela
foi desenvolvida por alguns dos matemadticos e fisicos mais importantes do
século XX. Com contribui¢oes fundamentais, podemos destacar Louis Bache-
lier, Albert Einstein, Norbert Wiener, Andrey Kolmogorov, Vincent Doeblin,
Kiyosi Ito, Joseph Doob and Paul-André Meyer. Uma breve histéria do cal-
culo estocdstico e das suas aplicagoes financeiras é apresentada no artigo de
Jarrow e Protter em [4], cuja leitura vivamente se recomenda.

Kiyosi Ito
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Capitulo 2

Probabilidade e processos
estocasticos

2.1 Processos estocasticos
Comegaremos por apresentar a definicao cldssica de processo estocastico.

Definicao 2.1 Um processo estocdastico é uma familia de varidveis aleatorias
{Xy,t € T} definidas num espago de probabilidade (2, F, P). O conjunto T
¢ o conjunto onde estd definido o pardmetro t. Se T' = N, o processo diz-se
em tempo discreto, mas se T = [a,b] CR ou se T =R, o processo diz-se em
tempo continuo.

Um processo estocdstico pode considerar-se uma aplicacao de duas var-
idveis: as varidveist € T e w € ():

{XjteT={X; (w),weQ teT},

onde X; representa o estado ou posi¢ao do processo no instante t. O espago
de estados (espago onde as vardveis aleatérias tomam valores) normalmente
é R (processo com espago de estados continuo) ou N (espago de estados
discretos).

Para cada w fixado (w € Q), a aplicagdo t — X; (w) ou X. (w) diz-se
uma trajectéria do processo. Como exemplos de trajectérias apresentam-se
a seguir trajectorias de um movimento Browniano unidimensional e bidimen-
sional.
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Exemplo 2.2 Considere a sucessao de variduveis aleatdrias independentes
{Z:,t € N}. Entao
Xt221+Z2+"'Zt:Xt_1+Zt

é um processo estocdstico em tempo discreto. FEste processo estocdastico é
conhecitdo como passeio aleatorio.
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Um conceito fundamental em teoria de processos estocdsticos é o conceito
de processo de Markov. Um processo para o qual, "dado o presente, o futuro
¢ independente do passado". Um processo de Markov é um processo em que
a probabilidade de obter um estado num momento futuro ¢t depende apenas
do estado do processo no ultimo instante observado t;, i.e., se t; <ty < -+ <
tr < t, entao

P[G<Xt<b|Xt1 :xl,th :SL’Q,...,th :.Tk] :P[G<Xt <b|th :xk].

Um processo de Markov com espaco de estados discreto diz-se uma cadeia de
Markov. Se for com espacgo de estados continuo e parametro continuo, diz-se
um processo de difusao.

Para caracterizar probabilisticamente um processo X usa-se o conceito
de distribuicao de dimensao finita.

Definigao 2.3 Seja {X;,t € T'} um processo estocastico. As distribui¢oes de
dimensao finita (ou ddf) de X sdao todas as distribuigoes dos vectores

(thaXt27"'7th))
onden =1,2,3,...;ty,ta,..., t, €T.

A lei de probabilidade ou distribuicao de um processo estocéstico identifica-
se com a familia das distribuicoes de dimensao finita desse processo.

Definigao 2.4 (processo Gaussiano) Um processo diz-se Gaussiano quando
todas as ddf sao Gaussianas.

O conhecimento dos parametros u (valor esperado) e ¥ (covariancia) é
suficiente para caracterizar uma distribuicao Gaussiana. Logo, para carac-

terizar um processo Gaussiano, basta conhecer i e X para todos os vectores
do tlpO (th, Xt27 e ,th) .

Exemplo 2.5 (ruido branco) Seja {X;,t > 0} um processo estocdstico com
X; ~ N(0,0?), sendo todas as varidveis aleatorias do processo independentes.
Entao o processo é Gaussiano e as ddf podem ser descritas pelas fungoes de
distribuicao

(Xt1 < $1,Xt2 < x,... ,th < q}n)
(th < $1)P(Xt2 < .772) . P(th < xn)
()P (zg) ... D (z,).

F(xy,z9,...,2,)

P
P
o
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Figura 2.1: Uma trajectéria do processo ruido branco

A funcao valor esperado e a func¢do de covaridncia de X sao:

px (t) = E[X)] =0,

o ses=t
t) = .
ex (5,1) {0 ses#t
Em geral, dado um processo X, podemos definir as fungoes valor esperado
e de covaridncia por

x (8) = B (X)),
ex (5,1) = coo(X, X,) = B [(X: — px (1) (X, — px ().

Um importante conceito é o de estacionaridade ou invariancia da dis-
tribuicao. Define-se agora o que se entende por processo estaciondrio e por
processo de incrementos estaciondrios.

Definicao 2.6 Um processo estocdstico X diz-se estritamente (ou fortemente)
estactondrio se

d
(Xtu Xt2> s >th) = (Xt1+h7 Xt2+ha s ;thJrh) )
para todas as possiveis escolhas de n; ti,ts,...,t, €T e de h.

Definicao 2.7 Um processo estocdstico X diz-se de incrementos estaciondrios
se
d
Xt - Xs = Xt+h - Xs+h>

para todos os valores possiveis de s,t e h.
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Exercicio 2.8 Mostrar que se um processo X é Gaussiano e fortemente
estaciondrio entao pux (t) = pux (0), Vi € T e cx (s,t) = f(|s—t]) é so
fungao da distincia |s — t|.

A independéncia de incrementos de um processo € uma propriedade fun-
damental e vai ser abundantemente usado quando discutirmos o integral es-
tocastico. Apresenta-se agora a defini¢ao deste conceito.

Definicao 2.9 Um processo estocdstico diz-se de incrementos independentes
se as v.a.

th - Xt17Xt3 - Xt27 s 7th - thfl

sao independentes sempre que t; <ty < -+ <t,,n=12,...

Todos os processos de incrementos independentes sao processos de Markov.
Vejamos um exemplo importante de um processo de incrementos indepen-
dentes: o processo de Poisson.

Exemplo 2.10 (Processo de Poisson) Um processo estocdstico {X;,t > 0}
diz-se um processo de Poisson com intensidade \ se

1. XO — O,
2. X tem incrementos estaciondrios e independentes,
3. X ~ Poi(At).

Uma varidvel aleatdria Y tem a distribui¢io (discreta) de Poisson de
parametro \, ou Poi()\), se

PY=k) =e"—.

Exercicio 2.11 Mostre que se X é um processo de Poisson entao X; — X4 ~
Poi(\(t —s)) set > s.

Como definir a equivaléncia de processos? A préxima definicao oferece
uma resposta.

Definigao 2.12 Um processo estocdstico { Xy, t € T'} diz-se equivalente a outro
processo estocdstico {Y;,t € T} se para cada t € T temos

P{X,=Y,}=1.

Neste caso diz-se que um processo é uma versao do outro.
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Simulation of a Standard Poisson Process

Value

Time
Figura 2.2: Uma trajectoria do processo de Poisson

Note-se que dois processos equivalentes podem ter trajectérias muito
diferentes, como se ilustra no préximo exemplo.

Exemplo 2.13 Seja  uma varidvel aleatoria nao negativa com distribuicao
continua e considere 0s processos estocdsticos
Xt = 07
Y, = { 0 sep#t ‘
1 sep=t

Os processos sao equivalentes mas as suas trajectorias sao diferentes. As
trajectorias de Y tém sempre um ponto de descontinuidade.

Definigao 2.14 Dois processos estocasticos { Xy, t € T} e {Y;,t € T'} dizem-
se indistinguiveis se

X (w)=Y (w) YweO\N,
onde N tem probabilidade nula (P(N) =0).

Dois processos estocdsticos com trajectérias continuas a direita (ou con-
tinuas & esquerda, ou continuas) que sao equivalentes sao também indis-
tinguiveis. Para além da continuidade trajectorial, podemos definir outros
conceitos de probabilidade para processos estocdasticos.
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Definigao 2.15 Um processo estocdstico {X;;t € T} com valores em R e
onde T é um intervalo de R, diz-se continuo em probabilidade se, para qual-
quer € > 0 e para qualquer t € T, temos

mP [|X, - Xi| > ] = 0.

Definigao 2.16 Seja p > 1. Um processo estocdstico {X;;t € T} com val-
ores em R, onde T é um intervalo de R e tal que E[|X;|"] < oo, diz-se
continuo em média de ordem p, se para qualquer t € T, temos
lin%E [ X, — X¢|"] = 0.
A continuidade em média de ordem p implica a continuidade em proba-

bilidade. A continuidade em probabilidade (ou em média de ordem p) nao
implica a continuidade das trajectérias do processo.

Exemplo 2.17 O processo de Poisson N = {Ny,t > 0} com intensidade X
é um processo com trajectorias descontinuas. No entanto, é um processo con-
tinuo em média quadrdtica ou de ordem 2 (recorde que Ny— Ny ~ Poi(\ (t — s))),
po1s

HmE [| N, — Ny|*] = lim [\ (t — s) + (A (t — 5))°] = 0.

s—t s—t

Para provar que um processo estocédstico tem trajectorias continuas, uma

ferramenta tedrica muito 1til é o critério de continuidade de Kolmogorov que
se apresenta a seguir.

Teorema 2.18 (Critério de continuidade de Kolmogorov): Seja X = {X;t € T}
um processo estocdastico, onde T é um intervalo limitado de R, e suponha que
eristem p > 0 e a > 0 tais que

E[|X; — X" gO[t—s|1+a. (2.1)
Entao existe uma versao de X com trajectorias continuas.

Mais precisamente, a Eq. (2.1) implica que para cada ¢ > 0 existe uma
v.a. G. tal que (com probabilidade 1)

1ta
P

X (@) = X (@) € Ge (@) [t —s| 7 (2.2)

e F[GP] < oco. Ou seja, X tem trajectérias Holder continuas de ordem [
para todo 3 < HTO‘.

Para uma demonstracdo deste teorema, recomenda-se a consulta de [5],
pags. 53-54.
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2.2 Esperanca condicional

Consideremos um espago de probabilidade (2, F, P) e sejam A e B dois
acontecimentos com A,B € F e P(B) > 0. A probalidade condicional de A
dado B pode-se definir por

P(ANB)

PUAIB) = 5

(2.3)
A aplicacdo A — P(A|B) define uma medida de probabilidade na o-algebra
F. O valor esperado condicional ou a esperanca condicional da v.a. X
(integravel) dado B, pode calcular-se usando a férmula

E[X1p]

B(X|B) = =55

(2.4)

Exemplo 2.19 Seja X uma v.a. uniforme com valores em (0,1]. Seja A =
(0,1]. Calculemos E[X] e E[X|A].

E[X]:/lef($)d$:/01$d$:%.

E(X1y) _ Jwds 1
EXA="m =T

Seja (€2, F, P) um espago de probabilidade e seja B C F uma o-édlgebra.

Definicao 2.20 A esperanca condicional da varidvel aleatoria integrdavel X
dado B (ou E(X|B)) é uma varidvel aleatdria integravel Z tal que

1. Z ¢é B-mensurdvel.
2. Para todo A € B temos

E(Z14) = E(X1,). (2.5)

Se X for integrdvel entdao Z = FE(X|B) existe e é unica (quase certa-
mente).

Definigao 2.21 (0-dlgebra gerada): Seja C uma classe de subconjuntos de
Q). Entao, a menor o-dlgebra a conter C representa-se por o (C) e diz-se a
o-dlgebra gerada por C.
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Definigao 2.22 (0-dlgebra gerada por X ): Seja X uma varidvel aleatoria.
Entio a o-dlgebra {XY(B) : B € Br} diz-se a o-dlgebra gerada por X .

Apresentam-se a seguir as propriedades essenciais da esperanca condi-
cional.

Proposicao 2.23 Sejam X,Y e Z wvaridveis aleatorias integraveis, B uma
o-algebra e a,b € R. Entao, temos as sequintes propriedades:

1.
E(aX +bY|B) = aE(X|B) + bE(Y|B). (2.6)

E(E(X|B))=FE(X). (2.7)
3. Se X e a o-dlgebra B sao independentes entao:

E(X|B) = E (X) (2.8)

4. Se X & B-mensurével (ou se o (X) C B) entao:

E(X|B) = X. (2.9)

5. Se Y & B-mensuravel (ou se o (X) C B) entao

E(YX|B) = YE(X|B) (2.10)

6. Dadas duas o-algebras C C B entao
E(E(X|B)|C) = E(E(X]|C)|B) = E(X|C) (2.11)

7. Considere duas v.a. X e Z tais que Z é B-mensurdvel e X é indepen-
dente de B. Seja h(z, z) uma fungdo mensuravel tal que h(X, Z) é uma
v.a. integravel. Entao

E(h(X7Z) |B) :E(h(X7Z))|z:Z- (2'12)

Nota: primeiro calcula-se E (h (X, z)) para qualquer valor z fixo da v.a.
Z e depois substitui-se z por Z.

Proposicao 2.24 (Desigualdade de Jensen): Seja X uma varidvel aleatoria
integravel e B uma o-algebra. Se ¢ é uma fung¢ao convexa tal que E [|¢ (X)|] <
oo entao

v (B(X|B)) < E(p (X) |B). (2.13)
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Um caso particular da desigualdade de Jensen é obtido, considerando
o (z) = |z’. Se E(|X|") < 00, p > 1, entéo
|E(X|B)[" < E(|X]"|B).
Como consequéncia, se p > 1,
E[EX|B)I"] < E(X]"). (2.14)

O conjunto de todas as varidveis aleatérias de quadrado integrével -
L?(Q, F, P) - & um espago de Hilbert com o produto escalar

(X,Y) = E[XY].

O espaco L? (9, B, P) ¢ um subespago de L? (2, F, P). Dada uma varidvel
aleatéria X € L? (Q, F, P) temos que E(X|B) é a projecgao ortogonal de X
no subespago L? (€2, B, P) e minimiza a distancia em média quadratica de X
a L2 (Q, B, P) no sentido em que

E[(X-EBEX|B)’ = min E[X-Y) (2.15)

YEL2(Q,B,P)

Exercicio 2.25 Prove que se X e a o-dlgebra B sao independentes entao
E(X|B) = E(X)

Solugao 2.26 Se X e 14 sao independentes entdo se A € B, temos que
E[X14] = E[X]E[14] = E[E[X]14]
e, por defini¢cao de esperan¢a condicionada, E(X|B) = E (X).
Exercicio 2.27 Prove que se Y é B-mensurdvel entao
E(YX|B) =YE(X|B).

Solugao 2.28 Se Y = 1,4 ¢ A, B € B, temos, por definicio de esperanca
condicionada,

E[14B(X|B)15] = E[LisE(X|B)]
= E[X1anp] = E[1514X].

Logo, 1,E(X|B) = E[14X|B]. Da mesma forma, obtemos o resultado se
Y = Z;nzl a;jla, (fung¢do em escada B-mensurdvel). O resultado no caso
geral prova-se aprorimando Y por uma sucessao de funcoes em escada B-

mensurdveis.
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Exemplo 2.29 Dada a varidvel aleatéria X € L* (Q,F, P), vamos mostrar
que E(X|B) é a projecgio ortogonal de X no subespaco L? (Q, B, P) e que

E{(X - BMXIB)] = min E[X-Y)]

(1) E(X|B) € L? (Q, B, P), pois é B-mensurdvel e pela eq. (2.14) temos que
B |B(XIB)] < BIXP) < oo.

(2) Se Z € L*(Q,B, P) temos, pelas propriedades 2 e 5 da esperanca
condicional,

E[(X — E(X|B)) Z] = E[XZ] — E[E(X|B)Z]
— E[XZ] - E[E(XZ|B)]
=0

e portanto (X — E(X|B)) ¢é ortogonal a L* (2, B, P).
(8) Como

E[(X -Y)’] = E[(X — E(X|B))’]| + E[(E(X|B) —Y)?]
temos que E [(X — Y)2] >E[(X - E(X|B))2} e portanto

E[(X-EX|B)’ = min E[X-Y)].

YEL2(Q,B8,P)
Exercicio 2.30 Prove as propriedades 1,2, 4 e 6 da esperanca condicional
(Proposi¢ao 2.23)
2.3 Martingalas em tempo discreto

O conceito de martingala é um dos mais fecundos em anédlise estocdstica.
Para definir martingala é necessério definir previamente o que é uma filtragao.
Considere-se o espaco de probabilidade (2, F, P).

Definigao 2.31 Uma sucessdo de o-dlgebras {F,,n > 0} tal que
FoCFRCFC- CF,C--CF
diz-se uma filtracao.

Uma filtracao pode ser interpretada como representando o fluxo de infor-
magao gerado por uma experiéncia aleatéria ou por um processo estocastico.
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Defini¢ao 2.32 Um processo estocdstico M = {M,;n > 0} em tempo dis-
creto diz-se uma martingala relativamente & filtragao {F,,n > 0} se:

1. Para cada n, M, é uma v.a. F,-mensurdvel (i.e., M é um processo
estocdstico adaptado & filtragao {F,,n > 0}).

2. Para cada n, E [|M,|] < cc.

3. Para cada n, temos
E[My1|Fn] = M. (2.16)

O processo estocdstico M = {M,;n > 0} diz-se uma supermartingala
(respectivamente submartingala) se verifica as condigdes 1 e 2 da defini¢ao
anterior e se a condigdo 3 é substituida por (3") E [M,.1|F,] < M, (resp.
(3") E [Mps1|Fa] = M)

A partir da condicao (3) (ou eq. (2.16))é facil mostrar que

E M) = E[Mo]

para todo n > 1. Ou seja, o valor esperado de uma martingala é constante
no tempo.
A condicao (3) - eq. (2.16) - é equivalente a

E [AM,|F,_1] = 0.

para todo on > 1, com AM,, := M, — M,,_1.
A condi¢ao de martingala - eq. (2.16) - pode interpretar-se da seguinte
forma: dada a informacao F,,, M,, é a melhor estimativa para M, ;.

Exercicio 2.33 Prove que se o processo M = {M,;n > 0} é uma martin-
gala, entdo
E[M,]) = E[My], ¥n>1.

Exemplo 2.34 (passeio aleatorio): Seja {Z,;n > 0} um sucessio de var-
idveis aleatorias independentes, integrdaveis e com valor esperado nulo. Seja
M = {M,;n > 0} definido por

O processo M é um passeio aleatorio. Considere a filtracao natural gerada
por {Z,;n > 0}, i.e.,

fn I:O'{Zo,Zl,...,Zn}.

Como My, M, ..., M, e Zy, Z1,...,7Z, contém a mesma informacao, geram
a mesma o-dlgebra F,,. Provemos que M é uma martingala.
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1. M é adaptado a filtra¢ao {F,,n > 0} pois M, é F,-mensurdvel, ji que
Fn € gerada também por M,.

2. E|[|M,|] < oo, porque todas as v.a. Z, sao integraveis (i.e. E[|Z,]] <
oo para todo o n).

Exemplo 2.35 Pelas propriedades basicas da esperanc¢a condicionada:

E [Mn+1|~7:n] =EB [Mn + Zn+1|~;rn]
=M, + E[Z,1|F)
=M, +E [Zn+1]
= M,.

Note-se que uma o-dlgebra o (X1, Xs, ..., X,,) gerada pelas v.a. (X1, Xo, ..., X,)
contém toda a informagao essencial sobre a estrutura do vector aleatério
(X1, Xs,...,X,) (como aplicagdo de w € Q). Qualquer processo que seja
martingala relativamente a uma filtracao G, também serd martingala relati-
vamente 4 filtracao gerada pelo préprio processo (filtragdo mais pequena).

Lema 2.36 Seja M = {M,;n >0} wma martingala relativamente a fil-
tragao {Gn,n > 0} e F,, = 0 {My, My,..., M,} C G, a filtra¢iao natural ger-
ada pelo processo M. Entao M é uma martingala relativamente a {F,,n > 0} .

Proof. Pela propriedade 6 da esperanca condicionada e pela propriedade de
martingala:

E [Mn+1|fn] =F [E [Mn+1|gn] |~’Tn]
= FE [M,|F,]
=M,,.

Proposicao 2.37 1. Seja M = {M,;n > 0} uma {F,}-martingala. En-
tao, para m > n, temos

2. {M,;n > 0} é submartingala se e sé se {—M,;n > 0} é supermartin-
gala.

3. Se{M,;n > 0} é martingala e ¢ é funcao convexa tal que E [|¢ (M,)|] <
oo Vn >0, entao {p (M,),n > 0} é uma submartingala.
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A propriedade 3 é uma consequéncia da desigualdade de Jensen e tem
como coroldrio: se {M,;n >0} e E[|M,[’] < oo ¥n > 0 e algum p > 1,
entao {|M,|",n > 0} é submartingala.

Exercicio 2.38 Seja M = {M,;n > 0} uma {F,}-martingala. Prove que
sem > n entao E [M,|F,| = M,.

2.4 A transformada de martingala
Seja {F,,n > 0} uma filtragdo dada num espagco de probabilidade (2, F, P).

Definigao 2.39 O processo estocastico {Hy,,n > 1} diz-se previstvel se H,
é Fn—1-mensurdvel (i.e., se H, é "conhecida"no instante n —1).

Definigao 2.40 Dada uma {F,}-martingala M = {M,;n > 0} e um processo
previsivel {H,,n > 1}, o processo {(H - M), ,n > 1}, definido por

(H-M), =M+ > H;AM,

j=1
diz-se a transformada de martingala de M por {H,,n > 1}.

A transformada de martingala de uma sucessao previsivel é a versao disc-
reta do integral estocdstico, ou seja:

(H-M), — My =Y H;AM; ~ / HdM,.
j=1 0
Proposicao 2.41 Se M = {M,;n > 0} é uma martingala e {H,,n > 0} é
um processo previsivel com varidveis aleatorias limitadas, entao a transfor-
mada de martingala {(H - M), ,n > 1} é uma martingala.

Proof. 1. (H - M), & {F,}-mensurdvel pois > ©_, H;AM; & F,,- mensurdvel.
2. (H - M), éintegravel, pois as v.a. M, sao integraveis e as v.a. H,, sao

limitadas.
3. Pelas propriedades da esperanga condicionada:

E[(H-M),,,— (H-M),|F) = E[Hyp1 (Muys — M) |F]
- n+1E [Mn—l—l - Mn|-;cn]
= 0.

|
Considere-se agora o seguinte jogo com sistema de apostas H,,:
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e a quantia apostada por jogador na jogada n é H,;

o AM, = M, — M, _; representa os ganhos na jogada n;

M, representa a fortuna acumulada no instante n;

(H - M), representa a fortuna acumulada do jogador se ele usar o sis-
tema de apostas {H,,n > 1}.

Se {M,;n > 0} é uma martingala o jogo diz-se justo e entdo (H - M),
também ¢é martingala, isto é, o jogo permanece justo independentemente do
sistema de apostas utilizado, desde que {H,,n > 0} verifique as condigoes
da Proposicao 2.41.

Exemplo 2.42 (apostas a dobrar): Suponha que
Mn:MO+Zl++Zn7

onde {Z,;n > 1} sao v.a. indep.que representam a cara (+1) ou a coroa
(=1) de uma moeda. Entio P(Z; =1) = P(Z; = —1) = . Suponha que um
jogador comega por apostar um Euro e dobra a sua aposta sempre que sai
coroa (—1) (dobra a aposta sempre que perde) e termina o jogo quando sai
cara (+1) (quando ganha). Ou seja, o sistema de apostas é

Hl = 17
Hn = 2Hn71 Se anl = —1,
H,=0 seZ,_.1=++1.
Se o jogador perde k jogadas e vence na jogada k + 1, obtém

(H-M),,=-1-2—4—...-2"142F =1

Parece uma estratégia sempre vencedora, mas atencao que para ser sempre
vencedora (com probabilidade 1) requer fundos ilimitados (estratégia de apos-
tas ndao limitada) e tempo ilimitado. De facto, neste caso a Proposi¢ao 2.41
nao se pode aplicar porque as variqveis H, (do sistema de apostas) nao sao
limitadas.

Exemplo 2.43 (aplicagio financeira) Sejam S, := {S°, S} n > 1} proces-
sos adaptados que representam os precos de dois activos financeiros. Seja

Sa=(1+7)"
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o pre¢o do activo sem risco (obrigagdo), onde r é a taxa de juro (o processo
SY ¢ deterministico). Uma carteira é o processo ¢, := {¢°, ¢ . n > 1}, que
representa o numero de unidades dos activos. O valor da carteira no periodo
n é

A carteira diz-se autofinanciada se, para qualquer n,
Vao=Vo+ Y ¢;AS;.
j=1
Esta condicao é equivalente a ter, para qualquer n,
¢n : Sn = ¢n+1 : Sn
Defina os pregos descontados
Sp=00+7r)"8,=(1,(1+r)"8).
E claro que temos
Vo=(1+7)" V= - S,
¢n : gn - (,bn—l-l : §n7
Vo=Vo+ Y ¢;AS,

Jj=1

O processo V, = (gb}l : §1> é a transformada martingala de {5%} pelo

n

processo previsivel {p}. Se {g,,ll} for uma martingala e se {pL} for uma

sucessao limitada, entao, pela Proposi¢cao 2.41, o processo {‘N/n} também

serd uma martingala.

Exemplo 2.44 (modelo binomial) Uma probabilidade Q) equivalente a P diz-
se uma probabilidade neutra face ao risco (risk neutral probability measure)

se mo espago de probabilidade (2, F,Q), o processo {:9“711} for uma {F,}-

martingala. Nesse caso, se {pL} for limitada, {XN/R} também serd uma mar-

tingala, como se viu no exemplo anterior.
No modelo binomial, assume-se que as v.a.

S

1, =
Snfl
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sao independentes e assumem os valores 1 +a e 1 +b com probabilidades p e
1 — p, respectivamente, com a < r < b. Determinemos p (ou seja a medida

de probabilidade Q) de forma a que {gﬁb} seja martingala.

B |SulFa| = 4 1) " B[Sy Tona| £

= S, (14 r) " E[Tn|F)
gn (1+ 7’)71 E T4

Logo, {gﬂl} é martingala se E [T,41] = (1 + 1), ou seja se

ET ]=p(14+a)+(1-p)(1+b) =147

e portanto

_b—r

b—a’

Considere agora uma v.a. H que é {Fy}-mensurdvel e que representa o
payoff de um derivado sobre o activo 1 e com maturidade no instante N.
Por exemplo, uma op¢ao de compra Europeia ("call option”) com preco de
exercicio K tem payoff H = (Sy — K)*. O derivado diz-se replicdvel se
existir uma carteira auto-financiada tal que

p

Vn = H.

O preco do derivado serd o valor desta carteira. Como {Vn} é uma martin-

gala no espaco de probabilidade, temos
Vo= (17)" V= (14 7)" Eq |Vl P
= (147) Y By [H|F,]
Sen =0, temos que Fo = {2, 2} e

Vo= (1+7r)""Eq[H].

2.5 Martingalas em tempo continuo

As martingalas em tempo continuo definem-se de forma andloga as martin-
galas em tempo discreto e a maioria das propriedades continuam a ser validas
em tempo continuo.
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Definigao 2.45 Considere-se o espago de probabilidade (2, F,P). Uma
familia de o-dlgebras {F;,t > 0} tal que

F.CF, 0<s<t
diz-se uma filtracao.

Seja F;* a o-dlgebra gerada pelo processo X no intervalo [0,t], i.e. F* =
0 (X,,0 < s <t). Entao F¥ pode interpretar-se como a informagao gerada
pelo processo X no intervalo [0, ¢]. Dizer que A € F;* significa que é possivel
decidir se o acontecimento A ocorreu ou nao, baseando-nos nas observacoes
das trajectorias do processo X em [0, t].

Exemplo 2.46 Se A= {w: X (5) > 1} entdo A € FX mas A & F;*.

Definigao 2.47 Um processo estocastico M = {M;;t > 0} diz-se uma mar-
tingala relativamente & filtragao {F;,t > 0} se:

1. Para cada t > 0, M; é uma v.a. Fy-mensurdvel (i.e., M é um p.e.
adaptado & filtragao {F;,t > 0}).

2. Para cadat > 0, E[|M;]] < occ.

3. Para cada s < t, temos

E [My|F,) = M.

A condigao (3) é equivalente a E [M; — M| Fs] = 0. Se t € [0,T] entao,
pela propriedade de martingala, temos que M; = E [My|F;]. Tal como no
caso discreto, a condigao (3) implica que E [M;] = E [M,] para todo t.

As definicoes de supermartingala e submartingala sao anédlogas as defini¢oes
para o tempo discreto.

Temos também a seguinte generalizacao da desigualdade de Chebyshev
(andloga a vers@o em tempo discreto).

Teorema 2.48 (Desigualdade mazximal (ou de martingala) de Doob): Se
M = {M;;t > 0} é uma martingala com trajectdrias continuas entdo, para
todop>1,T>0e >0,

1
P [ sup || > A] < LB (Ml
0<t<T AP

Para uma demonstragao deste teorema na versao discreta (baseada no
teorema da paragem opcional) ver [9]. Para uma anélise mais detalhada das

martingalas e das suas propriedades, recomenda-se a consulta das referéncias
2] e [5].



Capitulo 3

Movimento Browniano

A terminologia "movimento Browniano"deve-se ao facto do botanico Robert

Brown ter sido o primeiro a observar ao miscroscépio, em 1827, o movimento
fisico erratico de graos de pdlen suspensos em gotas de dgua. Este movimento
é provocado pelos choques moleculares e é um exemplo fisico do movimento
que se veio a chamar movimento Browniano. Em 1900, Louis Bachelier,
na sua tese "Théorie de la spéculation"usou o movimento Browniano como
modelo para a evolucao dos precos de activos financeiros. Mais tarde, Albert
FEinstein, num dos seus famosos artigos de 1905, usou o movimento Brow-
niano para confirmar indirectamente a existéncia de dtomos e moléculas e
para determinar o tamanho dos dtomos e a sua massa. A demonstracao de
que o movimento Browniano, enquanto processo estocdstico, existia e estava
rigorosamente definido s6 foi feita em 1923 por Norbert Wiener.

Definigao 3.1 Um p.e. B = {By;t > 0} diz-se um movimento Browniano
se verifica sequintes condicoes sequintes

1. Bp=0.

2. B tem incrementos independentes.

3. Se s <t, By— By é uma v.a. com distribuicao N(0,t — s).
4. O processo B tem trajectorias continuas.

O movimento Browniano é um processo Gaussiano. De facto, as dis-
tribuicoes de dimensao finita de B, i.e. a distribui¢ao dos vectores (By,, By, , - -

22

., By,)
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é Gaussiana. Da condi¢ao 3 da defini¢ao, resulta imediatamente que B; ~
N(0,t) e

E[B] =0, Vt>0, (3.1)
E[Bf|=t, Yt>0

Proposicao 3.2 Seja B = {By;t > 0} um movimento Browniano. Entdo a
funcao de covaridncia de B é

cg (s,t) = F [BsB;) = min (s,t). (3.3)

Proof. Se s < t, pelas propriedades que definem o movimento Browniano,
temos que

E[B,B)] = E [B, (B, — B,) + B
=FE[Bs(Bi— B,)| + E [B?]
=E[B,]E (B, — Bs] +s =,

onde se usou a independéncia dos incrementos e a eq. (3.1). =

Proposicao 3.3 Um p.e. que verifique as condi¢oes 1,2 e 3. da Defini¢cao
3.1 tem necessariamente uwma versao com trajectorias continuas.

Proof. Como (B; — Bs) ~ N(0,t — s), & possivel mostrar que

(2k)!

o (= s)F. (3.4)

E [(Bt - Bs)ﬂ -

Para provar este resultado pode-se usar integracao por partes e o método de
indugao em k (ver [10]). Com k = 2 obtemos

E[(B,— By)'] =3(t—s)*.

Entao, pelo critério de continuidade de Kolmogorov (Teorema 2.18), existe
uma versao de B com trajectérias continuas. m

Para definir o movimento Browniano poderfamos ter apenas exigido as
primeiras 3 condicoes da Definicao 3.1, e pela Proposicao anterior, existiria
uma versao que teria trajectérias continuas.

Pode demonstrar-se que existe um p.e. que cumpre as condicoes 1,2,3.
Para tal pode usar-se o teorema de existéncia de Kolmogorov (ver [10]).
Entao, pela Proposicao anterior, existe um processo estocdstico que verifica
as 4 condigoes da definicao. O movimento Browniano existe portanto como
objecto matematico rigorosamente definido.
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Na definicao de movimento Browniano, o espaco de probabilidade é arbi-
trario. Contudo, é possivel descrever a estrutura deste espaco, considerando
a aplicacao:

Q— C(]0,0),R)
w— B (w)

que a cada elemento w faz corresponder uma fungao continua com valores em
R (a trajectéria). O espago de probabilidade é o espago de fungoes continuas
C ([0,00),R) equipado com a o-édlgebra de Borel Bs e com probabilidade
induzida pela aplicacao anterior: PoB~!. Esta probabilidade diz-se a medida
de Wiener.
Como coroldrio ao critério da continuidade de Kolmogorov e a férmula
(2k)!

BB = B)"| = 5 (=)', (3.5)

temos que
B, (w) — By (w)] < Ge (W) |t —s| 7 = <G (w) |t — 52,

para qualquer € > 0 e onde G, (w) é uma v.a.. Daqui resulta que as trajec-
térias do movimento Browniano sao Holder continuas de ordem § = % —c.
Ou seja, informalmente temos, para At > 0,

1
|Biyar — Bi| = (At)? .
Por outro lado, ja se sabe que
E [(Bt+At - Bt)2:| — At

Considerando o intervalo [0,t] e parti¢oes do intervalo tal que 0 =ty < t; <
<ty =1, comt; = %, podemos entao deduzir, de forma heuristica, que:

e B tem variagdo total infinita: Y ,_, |ABy| ~ n (%)1/2 — 00 quando
n — oo.

e B tem variacio quadratica finita: S r_, |AB> =n (L) =t

Sobre a irregularidade das trajectérias do movimento Browniano, apresenta-
se a seguir um importante resultado.

Proposicao 3.4 As trajectorias do movimento Browniano nao sao diferen-
ciqueis em nenhum ponto (quase certamente).
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Provaremos apenas que dado um ponto ¢, a derivada da trajectéria nao
existe nesses ponto. Temos que

Busn— B _VAZ  Z

~

At At VAL

onde Z ~ N (0,1). Entao, esta razao ou taxa tende para oo quando At — 0

VAL
Logo, a derivada nao existe no ponto .

em probabilidade, pois P (L > K ) — 1 para qualquer K, quando At — 0.

Proposigao 3.5 (auto-semelhanca) Se B = {By;t > 0} é um mov. Brown-
tano entao, para qualquer a > 0, o processo {a_l/ZBat;t > 0} th. é um mouv.
Browniano.

Exercicio 3.6 Prove a Proposi¢cao 3.5

Apresentam-se agora alguns processos que se definem a partir do movi-
mento Browniano B = {B,;t > 0}.

e Movimento Browniano com deriva (ou "drift"):
Y;ﬁ = ,Ut + UBU

com o > 0 e p constantes. Claramente, este € um processo Gaussiano
com E [Y;] = ut e cov(s,t) = o?min (s,t).

e Movimento Browniano geométrico (modelo proposto por Samuelson, e
mais tarde por Black, Scholes e Merton para a descricao dos precos de

activos financeiros):
_ ,ut—i—cht
Xt =€ s

com o > 0 e p constantes. A distribuicao de X é lognormal. Ou seja,
In (X};) tem distribui¢do normal.

e Ponte Browniana:
Zt:Bt—tBl, tE[O,l]

Note que Z; = Zy = 0. Este processo ¢ Gaussiano com E[Z;] =0 e
cov(s,t) = E[ZsZ;] = min (s,t) — st.

Defina-se a filtracao gerada por B
FP=0{B,s<t}.

Considera-se que FP também contém os conjuntos de probabilidade 0 (considera-

se que N € Fy sempre que P(N) = 0). Algumas consequéncias da inclusao
dos conjuntos de probabilidade 0 na filtracao:
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1. Qualquer versao de um processo adaptado também é adaptado.

2. A filtragcao é continua pela direita, i.e.

(V2 =7

s>t

Exemplo 3.7 Se B ¢é um movimento Browniano entao o processo X; =
sup By € adaptado a filtracao gerada por B mas o processo Y; = sup B
0<s<t 0<s<t+1

JjG mao é.

Proposicao 3.8 Se B = {By;t > 0} é um movimento Browniano e {FF,t > 0}
é a filtracao gerada por B, entdo os sequintes processos Sao {}"tB ,t > 0}—
martingalas:

1. B
2. B? —t.

3. exp (aBt — %) .

Proof. 1. Claramente B; é FP-mensurdvel e integravel. Além disso, como
B; — B, & independente de FZ (pela independéncia dos incrementos de B),
temos

E B, — B,|FP] = E[B, - B,] = 0.

2. O processo B? —t ¢ FP-mensurdvel e integravel. Pelas propriedades
de B e da esperanca condicional

E[B} —t|F?] = E[(B — B, + B,)" |F’] —t
= E[(B,— B,)"] + 2B,E [B, — B,|FP] + B2 -t
=t—s+B2—t=DB-s.

Exercicio 3.9 Seja B = {By;t > 0} um movimento Browniano e {}"tB, t> 0}

a filtragcao gerada por B. Prove que o processo X; = exp (aBt — ‘%) é uma

martingala.
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Os resultados sobre a variacgao total e a variagao quadrética do movimento
Browniano foram deduzidos de forma heuristica. Veremos agora como provar
rigorosamente estes resultados. Fixemos um intervalo [0,¢] e fixemos uma
particao 7 deste intervalo, com

O=to<ti <--- <, =t.
A norma da particao é definida por
7| = mkaxAtk?
onde Aty =ty — ty_1 eseja AB, = By, — By, _,.

Proposicao 3.10 O movimento Browniano B tem variacao quadrdtica finita
no intervalo [0,t] (e igual a t), no sentido em que

E (i (ABk)Z—t> — 0,

k=1
quando |r| — 0.

Proof. Usando a independéncia dos incrementos, o facto de E [(ABk)Q] =

Aty e a féormula F [(Bt — Bs)Qj] = g—];: (t — s)j, temos

S [(ABY? - Ay

k=1

E (i (ABk)Q—t> =F

Y [3(Aty)? — 2(At)? + (Aty)?]

=2 At ) < 2t|r| — 0.
S au < 2tlel -,

Proposicao 3.11 O movimento Browniano B tem variagao total infinita no
intervalo [0,t], no sentido em que V =sup ,_, |ABy| = 0o com probabili-

dade 1.
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Proof. Usando a continuidade das trajectérias do movimento Browniano,
temos

n

> (ABy)? <sup|ABy| Y |AB| < Vsup|ABy| — 0,
k k

7| —0
k=1 k=1

se V < 0o. Mas isto contradiz o facto de 3 7_, (ABy)? convergir em média
quadratica para t. Logo, V =o00. =

Para uma anélise mais detalhada e aprofundada do movimento Browni-
ano, recomenda-se a consulta de [5].



Capitulo 4

O integral de It6

4.1 Motivacgao

Seja B = {By;t > 0} um movimento Browniano e consideremos uma equagao
diferencial "estocédstica"do tipo

dX dB;
— =b(t, X, t, X)) —"
dt ( ) t) +0-( ) t) dt 9

onde ” %” ¢é o ruido estocéastico. Este processo nao existe no sentido cldssico,

pois B nao é diferencidvel. A Equagao diferencial estocdstica anterior pode
ser escrita na forma integral

t t
X, = Xo+ / b(s, Xs)ds +7 / o (s, Xs)dBy”
0 0

O problema agora é como definir fot o (s, Xs)dBs. Ou, de forma mais geral,
o problema consiste em definir integrais estocédsticos do tipo

T
/ usd By,
0

onde B é um movimento Browniano e u € um processo estocastico adequado.

Uma estratégia que poderia ser seguida para definir estes integrais seria
considerar o integral como um integral de Riemann-Stieltjes. Vejamos como
se define um integral deste tipo. Considere uma sucessao de particoes de
[0,7] e uma sucessao de pontos intermédios nessas partigoes:

Tat 0=1g <t <ty < - <tppy =T
Sn! t?ﬁsyﬁt?ﬂa ZZO,,k(n)—l,

29
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Figura 4.1: Particao de [0, 7]

tais que T}LI{)IOSlzlp (s — ) = 0.

O integral de Riemann-Stieltjes (R-S) define-se como o limite das somas
de Riemann:

T n—1
/ fdg := lim Zf (si') Agi,

onde Ag; := g(t? 1) —g(t}'), se o limite existir e for independente das sucessoes
Ty € Sp.

e O integral de Riemann Stieltjes (R-S) fOT fdg existe se f é continua e
g tem variagao total limitada, i.e.

supz |Ag;| < 0.

e Se f & continua e g ¢ de classe C'! entao o integral de (R-S) fOT fdg

existe e
T T
| rdg= [ 500
0 0

e No caso do movimento Browniano B, é claro que a derivada B’(t) nao
existe, pelo que nao se pode definir o integral trajectorial

/OT u (W) dBy (W) ; /OT w, (w) Bl (w) dt.

Em geral, ja sabemos que o movimento Browniano tem variacao total nao
limitada e portanto nao se pode definir o integral (R-S) fOT ut (w) dBy (w). No
entanto, se u tem trajectérias de classe C!, integrando por partes, o integral
trajectorial (R-S) existe e

/0 ug (w) dBy (w) = ur (w) Br (w) — /0 uy (w) By (w) dt.
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Mas subsiste um problema. Por exemplo, fOT By (w) dB; (w) nao existe como
integral R-S. E 1til considerar processos mais irregulares que processos com
trajectéria de classe C'. Como definir o integral estocdstico para estes
processos? Devemos abandonar a estratégia de definir um integral trajector-
ial semelhante ao de Riemann-Stieltjes e seguir uma nova estratégia: definir
o integral estocéstico fOT u;dB; através de uma abordagem probabilistica.

Considere-se um movimento Browniano B = {By;t > 0} e a filtracao
{F:,t > 0} gerada pelo movimento Browniano.

Definicao 4.1 Consideraremos processos u da classe Li,% que se define
como a classe de processos estocdsticos u = {uy, t € [0, T}, tais que:

1. u é adaptado e mensurdvel: i.e. wu; é F;-mensurdvel para todo t €
[0,T], e a aplicagdo (t,w) — u; (w), definida em [0,T] x Q é mensurdvel
relativamente a o-dlgebra Bjor) X Fr.

2. & [fOT ufdt} < 00.

.~ , .. . t
e A condicao 1. é necessdria para mostrar que as v.a. do tipo fo Usds
sao F;-mensuraveis.

e A condic¢ao 2. permite mostrar que u como aplicacao das duas varidveis
t e w pertence ao espaco L2 ([0, 7] x Q) e que (pelo teorema de Fubini)

E [ /0 Tufdt] _ /0 "B a2 dt — /[O )P ).

4.2 Integral estocastico de processos simples

A estratégia para definir o integral estocdstico passa por definir fOT upd By
para u € L2, como o limite em média quadrética (limite em L*(Q)) de
integrais de processos simples.

Definigao 4.2 Um processo estocdstico u diz-se um processo simples se
n
up =Y bl (1), (4.1)
j=1

onde 0 =ty <ty <--- <t, =T, e as v.a. ¢; sao de quadrado integrdvel
(E [Qﬂ < 00) e Fy,_,-mensurdveis.

Representaremos por S a classe de todos os processos simples.
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Definicao 4.3 Se u é um processo simples da forma (4.1) (u € S) entao
definimos o integral estocdstico de u relativamente ao movimento Browniano

B por
/ utdBt = Z (Z% Bt ) .
0
Exemplo 4.4 Considere o processo simples
U = Z Btj—l]‘(tj—lytj} (t) .
j=1

Entao

/ wdB; = ZBM By, — B, ).

E evidente que, pela propriedade dos incrementos independentes de B, temos

T
E [/ utdBt] ZE B, , (B, — B, )]
- ZE [Btjfl] b [Btj - Btj,l} =0.
j=1

Proposicao 4.5 (Propriedade de isometria). Seja u € S um processo sim-
ples. Entao temos a sequinte propriedade de isometria:

T 2 T
0 0
Proof. Com AB; := By, — By,_,, temos
T n 2
0 =

:i E[¢2 (AB;)? +2ZE¢Z¢3ABAB]
j=1

1<J

E

2

E

Note-se que como ¢;¢;AB; é F;_;-mensurdvel e AB; ¢ independente de F_1,
temos

> E[6:i¢;ABAB;] =Y El¢i¢;AB] E[AB;] =

i<j 1<j
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Por outro lado, como gzﬁ? ¢ F;_i1-mensurdvel e AB; é independente de F;_;,
>_E[6(AB)] = > B¢ E[(AB)’]
j=1 Jj=1
= ZE (03] (85 —tj1) =
j=1

:E{/OTufdt]

[ ]
Proposicao 4.6 Seja u € S.

e 1. Linearidade: Se u,v € S:

T T T
/ (aut + b’Ut) dBt = CL/ UtdBt + b/ UtdBt. (43)
0 0 0

2. Valor esperado nulo:

E { /0 ' utdBt] = 0. (4.4)

Exercicio 4.7 Prove as propriedades 1. e 2. da proposi¢do anterior.

4.3 Integral de It6 para processos adaptados

O lema seguinte é fundamental para definir o integral estocdstico para proces-
sos adaptados.

Lema 4.8 Se u € L2, entdo eriste uma sucessio de processos simples

{u(")} € S tal que
T
lim £ {/
n—oo 0

Proof. 1. Suponha que u é um processo continuo em média quadratica, ou
seja:

u — ul™

th} = 0. (4.5)

limF [Ju, —u[*] = 0.
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Defina-se t? = %T e

'LL? = Z ut?ql(t?,l,t?] (t) . (46)
7=1

[ fm o <[ =t

n tn 9
= E dt
A

<T sup E[lus—ul?] — 0.

lt—s|<T e
n

Pelo teorema de Fubini, temos que

U — Ugn)

Ut — Ugn)

Ugn | — Uy

Passo 2. Suponha agora que u € L2, e considere a sucessao de processos
{v(")} definidos por
¢
v =n Usds.
t—1

Estes processos sao continuos em média quadrética (até sdo trajectorialmente
continuos) e pertencem a classe L? . Por outro lado, temos que

T 2
lim E [/ u — o™ dt] — 0,
n—oo 0
pois
T 2
lim u (W) — o™ (w)) dt = 0.
n—oo 0

e podemos aplicar o teorema de convergéncia dominada no espago [0, T x £,
pois pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e mudando a ordem de integragao,

obtemos
T 9 T| rt 2
E{/ dt} =F n2/ / Ugds
0 0 t—1
[ T t
<nkE / / uids dt
0 t—
[ T s+1/n
=nk / u? ( / dt) ds]
0 s

vt(n) dt

3=
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Definigao 4.9 O integral estocdstico ou o integral de Ité6 do processo u €
L2 1 € definido como o limite (em L* (52))

n—oo

T T
/ wdB, =lim (L?) / uW"dB,, (4.7)
0 0

onde {u(”)} é uma sucessao de processos simples que satisfaz (4.5).

Note-se que o limite (4.7) existe, pois devido & prop. de isometria para
processos simples, a sucessao { fOT ugn)dBt} é uma sucessao de Cauchy em

L*(Q) e portanto é convergente.

Proof.
T T 2 T 5
< / WM dB, — / ugmuBt) —E { / (u§”) . u§m>) dt}
0 0 0
r 2 r 2
0 0

E

Proposicao 4.10 Suponha-se que u € Lg’T. Entao, as sequintes propriedades
sao satisfeitas.

e 1. Isometria:

E

( /0 ' utdBt) 2 =F { /0 ' ufdt] : (4.8)

2. Valor esperado nulo:
T
0

3. Linearidade:
T T T
/ (aut —+ bUt> dBt = CL/ utdBt + b/ ’UtdBt. (410)
0 0 0

Proof. Estas propriedades verificam-se facilmente para processos u € S
(processos simples). Logo, passando ao limite, verificam-se também para
processos u € L . ®
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Exemplo 4.11 Vamos mostrar que
T 1 1
B,dB; = ~B2 — =T.
/0 K S D))

Como o processo u; = By é continuo em média quadrdtica, consideramos a
sucess@o de aproximagdo de processos simples (4.6), i.e.

up = Z B L o (t),
j=1

com t" = 1T.
J n

T

n—oo

T
/ B;dB; = lim (L?)
0

3c\

e hm (Lz) ZBt;Ll <Bt;l — Bt?71>
n—oo =
: o 1 ¢ 2 2 2
= LH_I}OO(L ) 2 (Bt;l - Bt;Ll) - (Bt;? - Bt?ﬂ)
j=1
1
=5 (Br=T),

1 n 2 2 _
— O € 5 ijl (Bt? - Bt?71> —

onde se usou o facto de E

(s (amg) 1)

1 2
EBT'

4.4 Integrais estocasticos indefinidos

Considere-se um processo estocdstico u € L2 ... Entdo, para qualquer t €
a, T

[0, 7T, o processo ulp, também pertence a LZ,T e podemos definir o integral

estocdstico indefinido:

¢ T
/ us,dB; 1= / usloy (s) dBs.
0 0

O processo estocédstico { f(f u,dB,, 0 <t < T} ¢ o integral estocdstico in-

definido de u relativamente a B.

Proposicao 4.12 Principais propriedades do integral estocdstico indefinido:
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1. Aditividade: Para a < b < ¢, temos:

b c c
/ ugd By +/ usd By :/ ugdBs.
a b a

2. Factorizagao: Se a < be A € F,, entao:

b b
/ 1AU5dBSZ 1A/ USdBS.

Esta propriedade permanece véalida, substituindo 14 por qualquer var-
idvel aleatoria limitada e F,-mensurdvel.

3. Propriedade de martingala: Se u € LiT entao o processo integral es-

tocastico indefinido M, = fg usdBs ¢ uma martingala relativamente a
filtracao F;.

4. Continuidade: Se u € L2, entdo o processo integral estocastico in-

. t ~ . s .
definido M; = fo usd By tem uma versao com trajectérias continuas.

5. Desigualdade maximal para o integral estocdstico indefinido: se u €
Lipe M, = fot usdB,, entao para qualquer A > 0 temos

1 T,

Proof. Prova de 3: seja u(™ uma sucessio de processos simples tais que

T
lim F {/
n—oo 0

Seja M, (t) = fot udB,. e seja ¢; o valor de u'™ no intervalo (¢;_1,t;], com
j=1,...,n. Se s <t <t,_1<t, entao:

E[M, (t) — My (s) | F4]

P[sup | M| > A

0<t<T

Ut — Ugn)

2
dt} 0

m—1

ér (B, — Bs) + Z ¢;AB; + ¢, (Bt - Btm,l) |~7:s] )

j=k+1

=F

e pelas propriedades da esperanca condicionada, temos

m—1
= Bl (By, — B)[F]+ Y E[E[GAB|F;1]F] +
j=k+1

+ FE |:E |:¢m (Bt - Btm—l) ’ftm—l] ’fs} :
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m—1

= 0 E (B, — By|FJ) + ) E[¢,E[AB;|F; 4] |F] +
j=k+1

+E [¢mE [Bt - Btm,1|~7:tm,1] |f5:|

e usando a independéncia dos incrementos do movimento Browniano, obte-
mos:

E M, (t) — M, (s) |F] = 0.

veretnci L. e ) verednci L.
Como a convergéncia em média quadratica implica a convergéncia em média
quadrética das esperancas condicionadas, temos que

E[M(t) — M (s)|F] =

e o integral estocdstico é uma martingala.

Prova de 4: Com a mesma notacao que na prova anterior, M, (t) é clara-
mente um processo com trajectérias continuas, pois é o integral estocdstico
de um processo simples. Entao, pela desigualdade maximal de Doob aplicada
a M, — M,,, com p =2, temos:

P s 104, (0= My (0] > A| < 5B 134, (7) = My (1))

0<t<T
T 2
(/ (ugn) — ugm)) dBt)
0
1 T
%

onde usdmos a isometria de It6. Podemos portanto escolher uma sucessao
crescente de naturais ng, £k =1,2,..., tal que

1
IEE

ug)—u ‘dt] i)

P{sup | M., (t) = My, ()] > 27 }gz—k.

0<t<T

Os acontecimentos:

A= { s Moy (0= M (0] > 27

0<t<T

verificam portanto:

ip Ak <OO
k=1
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Logo, pelo Lema de Borel-Cantelli, temos que P (limsup, A;) = 0 ou

P | sup |M,,,, (t) — M,, (t)| > 27" para infinitos k| = 0.
0<t<T

Portanto, para quase todo o w € 2, temos que existe k; (w) tal que

sup |M,,,, (t) — M,, ()] < 27" para k >k (w).

0<t<T

Portanto, M,,, (t,w) é uniformemente convergente em [0, 7] quase certamente
e portanto o limite, que denotamos por J; (w), é uma fungao continua na
varidvel ¢. Finalmente, como M, (t.) — M, (-) em média quadrética (ou
em L?(P)) para todo o t, entdo temos que ter

M;=J, q.c. eparatodoote[0,T].
e o integral estocdstico indefinido tem uma versao continua. =

Exercicio 4.13 Prove a propriedade 1 da proposi¢cao anterior, ou seja que

b c c
/ usd By +/ usd B, :/ usdB;.
a b a

Proposicao 4.14 (variac¢ao quadratica do integral estocdstico indefinido) Seja
ue L. Entio

2
t .
n J ¢

Z /uSst Llﬁ) /ugds,

J=1 ti—1 0

it
quando n — oo e com t; := L.
n

4.5 Extensoes do integral estocastico

Na definigao do integral estocéstico, pode substituir-se {F;} (filtracao gerada
pelo mov. Browniano) por uma filtragdo maior H; tal que o movimento
Browniano B; seja uma H;-martingala.

Podemos ainda substituir a condigao 2) F [ fOT ufdt} < 0. na definicao

de L ; pela condigao (mais fraca):

2P UOT uldt < oo} =1. (4.11)
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Seja L, 1 0 espago de processos que verifica a condicao 1 da def. de
L2 7 (i.e. u & adaptado e mensurdvel) e a condigao 2). O integral estocdstico
pode ser definido para processos v € L, r mas, neste caso, em geral o integral
estocdstico nao tem valor esperado zero nem se verifica a isometria de Ito.

Exercicio 4.15 Prove diretamente, usando a defini¢cao de integral estocds-
tico, que

t t
/ sdB, = tB, — / Bids. (4.12)
0 0

Sugestao: Note que

ZA(Sij) = ZS]‘AB]‘ —f-ZBj_HASj. (413)
J J J

Exercicio 4.16 Considere uma funcao deterministica g tal que fUT g (3)2 ds <

o0. Mostre que o integral estocdstico fo g (s)dBs é uma varidvel aleatoria
Gaussiana e determine a sua média e a sua varidncia.

Para uma introducao elementar ao integral estocdstico recomenda-se a
consulta de [7]. Para uma discussdo mais aprofundada, recomendam-se as
referéncias bibliograficas [5], [9], [10] and [11].



Capitulo 5

Formula de Ito

5.1 Foérmula de It6 unidimensional
Seja AB = By a¢ — By. Ja sabemos que
E[(AB)*] = At,

e pela féormula F [(Bt - Bs)zk] = % (t —s)*, temos que

Var [(AB)’] = E[(AB)"] — (E [(AB)*])’
= 3(Al)” — (A1) =2 (A1),

Portanto, se At é pequeno, a variancia de (AB)2 ¢é desprezéavel quando com-
parada com o seu valor esperado. Logo, quando At — 0 ou "At = dt", temos

informalmente:

(dB,)* = dt

A igualdade (5.1) estd na base da férmula de It6 (ou do lema de It6) que
discutiremos neste capitulo. A férmula de Ito é, essencialmente, uma versao
estocdstica da regra da cadeia. Consideremos as seguintes igualdades (que

sdo equivalentes).

! 1 1
/ BydB, = ~B? — ~t
0 2 2

t
szz/ B.dB, +t
0

d(Bf) = 2B,dB, + dt

41
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A 1iltima expressao representa o desenvolvimento de Taylor de B? como
funcao de B; e t e com a convencgao (dBt)2 = dt que é motivada pela eq.
(5.1).

Se f for uma funcao de classe C? a férmula de It6 vai mostrar que temos
a seguinte representagao para f (By):

f (B;) = integral estoc. indefinido+processo com trajec. diferencidveis

= processo de Ito

Defina-se L}LT como o espaco de processos v tais que
1) v é processo mensurédvel

27) P [fOT |lvg| dt < oo] =1.

Definigao 5.1 Um processo continuo e adaptado X = {X;,0 <t < T} diz-
se um processo de It se verifica:

t t
X = Xo+ / us,dBs + / v.ds, (5.2)
0 0

onde u € Loy ev € L} p.

Teorema 5.2 (Fdrmula de Ité6 unidim.) Seja X = {X;,0<t<T} um
processo de Ito da forma (5.2). Seja f(t,z) uma fungdo de classe C*2. Entao
o processo Yy = f(t, Xy) é um processo de Ité e temos a férmula

f(t, Xy) :f(O,XO)—i—/O %(8,)(5)6[8—0—/0 %(S’XS)UsdBS

taf 1 ta2f
— (s, X,)veds + = | == (s, X,)ulds.
+/0 e (s, X,) vsds + 2 ), a2 (s, Xs)uids

Na forma diferencial, a férmula de It6 fica:

df(t, X,) = ‘?)—{ (t, X,) dt + g—i (t, X,) dX,
10%f 2
+ 50 (X0 (X)),

onde (dX;)? é calculado usando a tabela de produtos:

X dBy dt
dB; dt 0
a 0 0
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A férmula de 1to para f(t,z) e X; = B, ou seja Y; = f(t, By), fica

F(t,By) = £(0,0) + /a sBd+/ax

+—/82(33)d

0 0
df (t, B;) = a{ (t, By) dt + 8f (t, By) dB,
1 82f
A férmula de It6 para f(z) e X; = By, ouseja Y; = f(B;), é simplesmente
0 10?
4(B) = L (Byas+ ;2L By

5.2 A férmula de It6 multidimensional

Suponha que B; := (B}, BZ,..., B/") ¢ um movimento Browniano de dimen-
sao m, ou seja, as componentes Bf, k =1,...,m sao movimentos Brownianos
unidimensionais independentes. Considere um processo de It6 de dimensao
n, definido por

t t t
Xg:Xng/ u;1d3;+---+/ u;mdB;“+/ vlds,
0 0 0
t t t
Xf:Xg+/ u§1d3;+~~+/ uimdB;“Jr/ v2ds,
0 0 0

t t t
X =X+ / u™dBl + -+ / u,"dB." + / vids.
0 0 0

Em notacao diferencial temos
m
dX] = ufdB! + vjdt,
j=1
com ¢ =1,2,...,n. Ou entao, de forma ainda mais compacta,

dXt = UtdBt + Utdt,
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onde v; é um processo n-dimensional, u; é uma matriz n X m de processos.
Assumimos que as componentes de v pertencem a L, 1 e as componentes de
v pertencem a L! .

Teorema 5.3 (formula de Ito multidimensional) Se f :[0,T] x R — RP ¢
de classe C1? entao Y; = f(t, X;) é um processo de Ito e temos a férmula de
Ito

Ay} = %f’“ (t, X,) dt+zafk t,X,)dX!
n 2
—Z O Ji (t, X,) dX!dX].

(9:):1833 j

O produto dos diferenciais dX?dX] ¢ calculado de acordo com as regras:
i 0 sei#j
iRl
dBdB; _{ dt sei=7j '
dBjdt = 0,
(dt)* = 0.

No caso particular de B; ser um movimento Browniano n-dimensional e
f:R™ — R ser de classe C? com Y; = f(B;) entao a férmula de It6 é

f(By) = f(Bo) +Z/ 5, (B) dB! + / <Z )

Exemplo 5.4 (formula de integragao por partes) Se X! e X? sdo processos
de Ito e Y; = X} X}, entdo pela férmula de Ité com f(x) = f(z1,72) = 7172,
temos

d (X} X7) = X7dX] + X} dX} + dX]dX}.

Ou seja:
t t t
XX = XIX2 + / X2dx!+ / Xldx? + / dXldXx?2.
0 0 0

Exemplo 5.5 Considere o processo

Y= (B + (B +-+ (B
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Represente este processo em termos de integrais estocdasticos relativamente ao
mov. Browniano n-dimensional. Pela formula de Ité multidimensional, com
f(x) = f(z1,29,...,0,) =22 + -+ + 22 temos

dY; = 2B}dB} + - -+ 2B}dB}
+ ndt,

ou seja,

t t
Yt_Q/ B;dB;+---+2/ B'dB? + nt.
0 0

Exercicio 5.6 Seja B, := (B}, B?) um movimento Browniano bidimensional.
Represente o processo

Yi= (Bt (BY)' - B!BY)
como um processo de Ito.

Solugao 5.7 Pela féormula de Ité6 multidimensional, com f(t,x) = f(t,z1,x2) =
(1t, 23 — 2129) , temos

dY} = Bldt + tdB;},
dY? = —B{dB} + (2B} — B}) dB} + dt,

t t
Yf:/ B;ds+/ sdB},
0 0

t t
Ytl:—/ deB;Jr/ (2B2 — Bl) dB? +t.
0 0

ou seja,

Vamos agora descrever como se poderia demonstrar rigorosamente a for-
mula de [t6 unidimensional. O processo

Lof Lof
Y; = (0, Xo) —i—/o B (s, Xs)ds +/0 p (s, Xs) usdBy

t af 1 t aZf
2
"—/O 8_33 (S,Xs) USdS + 5 ; @ (S,Xs) USdS.
é um processo de Itd6. Assumimos que f e as suas derivadas parciais sao
limitadas (o caso geral pode provar-se aproximando f e as suas derivadas
parciais por fungoes limitadas). Como sabemos, o integral estocdstico pode
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ser aproximado por uma sucessao de integrais estocésticos de processos sim-
ples e portanto podemos assumir que u e v sao processos simples.
Dividindo o intervalo [0, ] em n sub-intervalos iguais, temos

3
—

F@X) =100,X0)+ Y (f (brrrs Xepry) — f (bs X)) -
0

=
Il

Pela férmula de Taylor:

0 0
f (tk+17th+1) - f (tk,th) - a{ (tkHth) At + 8f (tkHth) AX]{?
102
b5 oL (10, Xe) (AXDP + Q.

onde )y é o resto ou erro da férmula de Taylor. Temos também que

tit1 trt1
AXp =Xy, — Xy, = / vedS —{—/ ugdB,
th th
= (tk) At +u (tk) ABk + Sk,
onde S é o resto ou erro. Daqui, obtemos:

(AX)? = (v (t)” (A1) + (u(t))* (ABy)

onde P, é o resto. Substituindo estes termos, obtemos

1 1
f(t,Xt)—f((),Xo) :Il+lg+13+§f4+§K1+K2+R,

onde

I = Zaf (te, X1, ) At

ot
12—2‘3{ (11 X,0) v (1) A,
I3 = gf (tr, Xt ) u (tr) ABy,
2
L= T X0 (u (1)) (AB)?

a 9.2
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NP 2 A2
Ky = 92 (tr, Xe,) (v (k)" (A1),
B i
O f
Kg = @ (tk, th> v (tk) u (tk) AtABk,
k

R=>(Qr+Sk+P).
k

Quando n — oo, é simples mostrar que

t
0
I, — i a—{(s,Xs) ds,

t
12 _>/0 %(SaXs) Usd3>

taf
I —>/O %(S,XS) usdB;.

Como ja vimos antes (variagdo quadrética do movimento Browniano), temos

que
Z (ABk)Q — t,

k
pelo que

t 82f
Iy —>/0 @(S,Xs)uids.

Por outro lado, temos também que

K1_>07
K2—>O.

Também se pode mostrar (mas ¢ mais dificil e mais técnico) que
R — 0.

Conclusao: no limite obtemos a férmula de 1t6.

5.3 Teorema da representacao integral de It6

Seja u € LiT (u adaptado, mensurédvel e de quadrado integrével) e seja

t
M, = B [M,] + / u,dB,. (5.3)
0
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Ja sabemos que M, é uma F;-martingala. Vamos agora mostrar que qualquer
martingala de quadrado integrével é da forma (5.3).

Teorema 5.8 (Representagao integral de 1t6): Seja F € L* (Q, Fr, P). En-
tao existe um e s6 um processo u € LiT tal que

F=E[F]+ /t uydB,. (5.4)

Proof. Vamos dividir a prova em 3 partes:

1. Considere-se uma varidvel aleatdria F' com a forma

F = exp (/OTh(s)st—%/oTh(s)zds>,

onde h é uma funcao deterministica e fOT h(s)®ds < co. Apliquemos
a formula de Ito a f (z) = e, com X, = [ h(s)dB, — L [[h(s)*ds e
Y, = f(X,). Entdo

1 1
dY; =Y, (h (t)dB; — §h (t)? dt) + EYt (h(t)dB,)”
= Y,h (t) dB;.
Ou seja:

t
Ytzl—l—/ Ysh (s) dBs.
0

Obtém-se portanto que
T
F=Yr— 1+/ Y.h (s) dB,
0

:]E[F]Jr/TYSh(s)dBS

Note-se que

< 00,

E MT (Yah (5))? ds

pois B [Y;?] = exp (fot h(u)’ du) < 00. Logo

E UOT (Y;h(s))st} < /OTeXp </Osh(u)2du) h(s)®ds
< exp (/OTh(u)Qdu) /UTh(s)st.
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2. A representagao (5.4) também é vélida (por linearidade) para combi-
nacoes lineares de varidveis aleatérias da forma (??). No caso geral,
F € L?(Q, Fr, P) pode ser aproximada (em média quadratica) pela
sucessao { F,,} de combinagdes lineares de varidveis aleatérias da forma
(??). Para mais detalhes sobre esta questao, recomenda-se a consulta
de [10]. Entao:

t
F,=E[F,] + / u{dB;.
0

Pela isometria do integral de It6, temos
t
E[(F, - F.)’] = (E[F, - F.))* +E U (ul™) — ulm)? ds]
0

t
> E [/ (ul™ — u§m>)2 ds]
0
e {F,} é uma sucessao de Cauchy em L* (Q, Fr, P). Logo
E[(F, - Fm)z} — 0 qdo. n,m — oo.

E portanto
! 2
E [/ (ug”) — ugm)) ds] — 0 gdo. n,m — o0.
0

Logo, {u(™} é uma sucessdo de Cauchy em L? ([0, 7] x €2). Como este
¢ um espaco completo, temos que u™ — u em L?([0,7] x Q). O
processo u é adaptado pois u(™ € Lg’T e existe uma subsucessao de
{ul (t,w)} convergente para u (t,w) p.q.t. (t,w) € [0,7] x Q. Logo,
u(t,-) é Fy-mensurdvel p.q.t. ¢t. Modificando este processo u num
conjunto de medida nula na varidvel ¢, obtemos um processo u que é
adaptado a {F;}. Temos que

T 2
imE[(F, — F)?] = limE (E [E] + / u™dB, — F) = 0.
n—oo n—oo 0

Por outro lado, pela isometria de 1to,

lim E(B[F,] - E [F])* =0

2

T T
lim E ( / (ul — wy) dBS) = limE / (wl” — u)*ds = 0.

E portanto F = E [F] + fOT usdBs.



CAPITULO 5. FORMULA DE ITO 50
3. Unicidade: Suponha que u)) e u® € L2 ;. e
T T
F =RI[F] +/ uMdB, = E[F) +/ uPdB,.
0 0
Pela isometria de It6, temos

T 2
([ - )
0

e portanto

E

T
=E [/ (ugl) — qu))st} =0
0

u® (tw) =ut,w)? p.qt. (tw)e0,T] x Q.

5.4 Teorema da representacao de martingala

Teorema 5.9 (Teorema de representagao de martingala) Suponha que { My, t € [0, T]}
¢ uma {F; }-martingala e que B[M?] < co. Entdo existe um e s6 um processo
we L2, tal que

t
M, = B [Mo] + / wdB, Vtel[0,T].
0

Proof. Aplica-se o teorema da representacao integral de It6 a F' = M.
Portanto 3'u € L ; tal que

T
MT =FE [MT] + / usst.
0
Como {M,,t € [0,T]} é martingala, E [My] = E[M,] e
T
M, =E[Mr|F,| =E[E[Mr] |F]+E [/ uSst]}"t]
0

t
= E[M,] + / u,dBs.
0

onde se usou a propriedade de martingala do integral estocédstico indefinido.
[ |
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Exemplo 5.10 Seja F' = B3. Qual a representagdo integral de It desta
v.a.? Pela formula de Ité (aplicada a f (x) = 2> e B3 = f(By)), temos:

T T
0 0

Integrando por partes, temos
T T T
0 0 0

F=DB= /T3 (B} + (T —t)] dB. (5.5)

Logo

E como E[B3] = 0 (pois By ~ N (0,T)), a representagao integral de Ito é
dada por (5.5).

Exemplo 5.11 Qual o processo u tal que fOT thdt—T;B% = —%3+fOT ud By
? Aplicando a férmula de It6 a X; = f(t, By) = t*B?, com f(t,z) = t*z?,
temos:

T T T
T°B3 = / 2t B2 dt + / 2t* Byd B, + / t2dt.
0 0 0
Daqui resulta que:

T 2 3 T

T T

/ tBdt — 73% =—— - / t*Byd By
0 6 0

e portanto
Uy = —t2Bt.
Note-se que B [fOT tB2dt — TTQB% - _%3'

Em geral, a férmula de integracao por partes é a seguinte.

Teorema 5.12 (integragdo por partes) Suponha que f (s) é uma fun¢do de-
terministica, continua e de classe C*. Entdo, temos:

[ ran=swn- [ 7 nas

Proof. Para provar a férmula de integracao por partes, basta aplicar a
férmula de 1t6 a g (t,z) = f (t) x, obtendo m

FoB= [ 76 Bas+ [ £san,



Capitulo 6

Equacoes Diferenciais
Estocasticas

6.1 Motivacao e exemplos

Uma equagao diferencial ordindria (EDO) deterministica de ordem n tem a
forma geral

fltx), 2 @),2"@),...,.2") =0, 0<t<T,

onde f : [0,7T] x R" — R é uma funcao e z(t) é a funcao incégnita. Uma
equagao diferencial ordinéria de 1* ordem pode representar-se por

dx (t)
dt

=b(t,z (1))

ou

dzx (t) =0b(t,z (t))dt
A versao discreta ¢é a equacao as diferencas
Az (t)=x(t+At)—x(t)=b(t,z(t)) At
Exemplo 6.1 A EDO linear de 1* ordem

dx (t)
dt

=Ccr (t)a

com ¢ constante, tem como solucao

z(t) =z (0)e.

52
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Uma equagao diferencial estocdstica (EDE) na forma diferencial tem a
forma geral

dXt =b (t, Xt> dt +o (t, Xt) dBt, (61)
XO = X07

onde b (t, X;) é o coeficiente de drift ou deriva e o (¢, X;) é o coeficiente
de difusao. A EDE na forma integral é dada por

t t
Xy =Xo+ / b(s, Xs)ds + / o (s, Xs) dBs. (6.2)
0 0

Uma interpretacao "naif"da EDE é considerar a versao discreta AX; =~
b(t, X;) At + o (t, X;) AB; e que portanto a varidvel aleatéria AX; tem uma
distribuicéo "préxima"da distribui¢ao normal N (b (¢, X;) At, (o (¢, X,))? At).

Apresenta-se a seguir a definicdo rigorosa de solugdocde uma equagao
diferencial estocéstica.

Definicao 6.2 Uma solugao da EDE (6.1) ou (6.2) é um processo estocdstico
{Xi} que satisfaz:

1. {X;} é um processo adaptado ao mov. Browniano com trajectérias
continuas.

2. E [fOT (0 (s, X)) ds] < 00.
3. {Xi} satisfaz a EDE (6.1) ou (6.2)

As solucoes de uma equacao diferencial estocdstica também sao conheci-
das por "difusoes"ou "processos de difusao".

6.2 A EDE do movimento Browniano geométrico
e a Eq. de Langevin

Considere-se a EDE:
dXt = [LXtdt + O'XtdBt, (63)

onde p e o sao constantes, ou

t t
X=Xy + u/ X ds + a/ X, dB,. (6.4)
0 0
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Como resolver esta EDE? Suponhamos que X; = f (¢, B;) com f € C12. Pela
férmula de Ito, temos

B B Llof 10%f
Xt = f (t, Bt) = X() + /0 (a (S, BS) + 5@ (S, Bs)) d8+ (65)
taf
+ ; %(S,BS)dBS.

Comparando (6.4) com (6.5) temos (existe unicidade de representa¢ado como
processo de It0)

of 18%f

D (s, Bs) + 2922 (s, Bs) = pf (s, Bs), (6.6)
0
o (s,B)=0f(5B.). (6.7)
Derivando a eq. (6.7), obtemos
0? 0
8_;; (s,x) = 08—£ (s,2) = o f (s,1)

e substituindo em (6.6), temos que

(M—%02> Fsa)= D o).

Por separagao de varidveis f (s,z) = g (s) h (z), obtemos

que é uma EDO linear com solugao:

9(5) = g (0) exp Ku - ;a) ]

Usando a eq. (6.7), obtemos A’ (x) = oh (x) e portanto

f(s,2) = £(0,0) exp K”_ %(72) S—i-ax} |
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Conclusao: a solucao da EDE (6.3) é o processo

Xy = f(t,B;) = Xpexp {(,u — 302> t+ aBt} , (6.8)

que é precisamente o movimento Browniano geométrico. Note-se que se
obteve a soluc¢do da EDE resolvendo uma equacao diferencial parcial (EDP)
deterministica.

Para verificar que (6.8) satisfaz a EDE (6.3) ou (6.4), basta aplicar a
féormula de It6 a X; = f (t, B;), com

F(t) = Xoexp Ku— %f)th} .

Obtemos

t 1 1 t
X =X, +/ {(,u — —02) X, + —02X5:| ds +/ oX.dB,
0 2 2 0
t t
= Xo+ ,u/ Xsds + 0/ XsdBs,
0 0

ou
dXt = IU/Xtdt + O'XtdBt

e a EDE é satisfeita pelo movimento Browniano geométrico.
Considere-se agora a equacao de Langevin

dXt = ,uXtdt + O'dBt, (69)

onde p e o sao constantes, ou

t t
Xt:Xo—i-,u/ Xsds—i-cr/ dB;.
0 0
A versao discreta desta EDE é

Xip1 =1+ p) Xi+0(Biy1 — By),

ou
X1 = 0 Xy + Zy,

com ¢ =1+ pueZ; ~N(0,0?%), que é a equagio para uma série temporal
autoregressiva de ordem 1.
Considere-se 0 processo
Y, =e "X,
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ouY; = f(t,X;) com f(t,x) = e "z. Pela férmula de Ito,
! 1
Y, =Y, +/ <—ce_“sXs +ce X, + 502 X 0) ds
0
t
+ / oe " dBs.

0

Logo, a solugdo da EDE (6.9) é o processo

t
X, = e X, + e“t/ oe " dBs.
0

o6

(6.10)

Se X é constante, o processo (6.10) diz-se o processo de Ornstein-Uhlenbeck.

Exemplo 6.3 O movimento Browniano geométrico (outra vez). Considere-

se a EDE
dXt = lLLXtdt + O-XtdBt

ou
t t
Xt:XO—i—u/ X5d3+a/ X.dB,.
0 0

Vamos supor que a solugcdo da EDE tem a forma
X, = e,
onde Z; é um processo estocdstico. De forma equivalente, temos que
Zy =In(Xy).

Aplicando a formula de Ito a f(X;) = In(X;), obtemos

1 1 /-1 ,
A7 = ~ax, + = (22 (ax
‘=X, t+2<X§)( ‘)

1
= (u — 502) dt + odB;.

Ou seja

1
Zt:Z()+ (,u_—0'2>t+O'Bt

]

1
X; = Xpexp [(M — 502) t+ OBt} .

(6.11)

(6.12)

De forma que obtemos de novo o movimento Browniano geométrico como

solugdo da EDE (6.11).
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A solucao da EDE linear homogénea
dXt =b (t) Xtdt +o0 (t) XtdBt

é dada por

X, = Xoexp Uot <b<s)—%a(s)2) ds+/0to(s)dBS} |

Para obter esta solucao pode-se aplicar a mesma técnica que no Exemplo 6.3.

Exercicio 6.4 Determine a solucao da EDE

dXt =aQa (m — Xt) dt + UdBt,
XO =T,

com a,0 > 0 em € R. Calcule também a média e a varidncia de X; e
quando t — oo e determine a distribui¢iao de X, (distribuicao invariante ou
distribuicdo estaciondria).

Exercicio 6.5 Considere a EDE

dXt = [LXtdt + UXtdBt,
Xo = Xo.

a) Supondo que X; = f(t, B;), onde f é uma funcao de classe C*?, aplique
a formula de Ité e determine a equagao diferencial parcial (EDP) satisfeita
pela fungao f.

b) Aplicando o método de separagio de varidveis (f(s,x) = g(s)h(z)), e
considerando a EDP obtida na alinea anterior, determine as equacoes difer-
enciais ordindrias (EDO) satisfeitas por g e h.

¢) Determine finalmente o processo X;.

6.3 Teorema de existéncia e unicidade para
EDE’s

Teorema 6.6 (ezisténcia e unicidade de solugdes) Sejam T > 0, b(-,-) :
0,T]xR" = R™ eo(-,-): [0,T] x R" — R™™ fungdes mensurdqveis tais que
as sequintes condicoes sao satisfeitas.

1. Propriedade de crescimento linear:

b(t,2)| + o (t,2)| < C(1+Ja]), Vo€ R VE€[0,T).
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2. Propriedade de Lipschitz:

|b(t,$)—b<t7y)‘+|0'(t,flf)—O'(t,y>’ SD|ZE—y|7 V%?JERna vt € [07T]

Assuma-se também que Z ¢é uma varidvel aleatoria independente do
movimento Browniano B e [E [|Z|2] < 00. Entao, a EDE

t t
Xt—Z+/ b(s,Xs)ds+/ o (s, X,)dB, (6.13)
0 0

tem uma unica solucao. Ou seja, existe um Unico processo estocdstico
X ={X;,0 <t <T} continuo, adaptado, que satisfaz (6.13) e tal que

T
E [/ | X,|? ds
0

Proof. Consideremos o espaco LgvT dos processos adaptados a filtracao

F?Z:=0(Z)UF tais que E [fOT | X)? ds] < 0o. Neste espago, considere-se

a norma.:
T 3
x| = ( | erElx) ds) |
0

onde A > 2D? (T +1).
Defina-se o operador L : L]  — L  por:

< 00.

t t
(LX), =2 —I—/ b (s, Xs)ds +/ o (s, Xs)dBs
0 0

Pela propriedade de crescimento linear de b e o, o operador L estd bem
definido. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela isometria de It6, temos

o
(/ (b5, X) — b(5,2) i) ]

([ 05 -o 72 st)Q

<oTE Vot (b(s, X,) — b(s,YS))st} +

E[|(£X), = (LY),]"] <2E

+2F

4+ 2 Uot (o (s, X,) — a(s,y;))st]
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Pela propriedade de Lipschitz, temos:
t
E U(EX)t — (EY)t|2] <2D*(T+1)E {/ (X5 — Ys)2 ds} )
0

Defina-se K = 2D? (T + 1). Multiplicando a desigualdade anterior por e~
e integrando em [0, 7], temos

/0 e (LX), — (LY), "] dt

T t
< K/ e ME U (X, — YS)st} dt.
0 0

Trocando a ordem de integragao, temos

= K/OT UT e”dt} E[(X, - Y,)?] ds

K 4 —)s 2
ST/O eNE [(X, — V)] ds.

Portanto:
K
I(£X) = (V)] <4/ T 1X = V).

E como A > K, temos que V% < 1, pelo que operador £ é uma contraccao

no espaco LiT- Entao, pelo teorema do ponto fixo, existe um e s6 um ponto
fixo para L e esse ponto fixo é precisamente a solucao da EDE:

(LX), = X,.

|

Para uma demonstracao do teorema de existéncia e unicidade baseada
em aproximacgao de Picard e na desigualdade de Gronwall, recomenda-se a
consulta de [10].

6.4 Exemplos

Exemplo 6.7 O movimento Browniano geométrico

o2
Sy = Spexp [(u - 7) t+aBt1
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é solucao da EDE

dSt = ,uStdt + O'StdBt,
S() == S().

Esta EDE descreve a evolugdo do pre¢o de um activo financeiro (com risco)
no modelo de Black-Scholes. Consideremos o modelo de Black-Scholes com
coeficientes  (t) e o (t) > 0 dependentes do tempo:

dS; = Sy (u (t) dt + o (t) dBy),
So == So.

Seja Sy = exp (Z;) e Zy = In(Sy). Pela férmula de Ité6 com f(x) = In(x),
temos que

dZ, = Sit(st (u(t)dt + o (t)dB;)) — QLS,?

_ (M (1)~ 30° (t)) dt + o (1) dB,.

(S (t)dt)

Pelo que

t 1 t
Zy = Zy +/ <,u (s) — 502 (3)) ds +/ o (s)dBs
0 0
e portanto,

S, = Soexp (/Ot (u(s)—%cr?(s)) ds+/0ta(s)st).

Exemplo 6.8 (processo de Orsntein-Uhlenbeck com reversao para a média).
Considere a EDE com reversao para média

dXt =aQa (m — Xt) dt + UdBt,

XO =,
coma,oc >0em € R.
A Solucao da EDO homogénea associada dr, = —ax,dt é v, = ve ™.
Considere-se a mudanca de varidveis X, = Ye=® ou Y, = X;e®. Pela

férmula de Ito aplicada a f (t,z) = xe™, temos que

t
Yt:x—i—m(e“t—l)—i—a/ e*’dBs;.
0
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Logo,
t
X;=m+(x—m)e ™ +oe ™ / e"*dBs. (6.14)
0

Este processo é conhecido como o processo de Orsntein-Uhlenbeck com rever-

sao para a média. E um processo Gaussiano, pois um integral estocdstico do
. t , . . B

tipo fo f(s)dBs, onde f é uma funcdo deterministica, é um processo Gaus-

stano. O wvalor esperado é

E[X)]=m+ (x —m)e

e a fungao de covaridncia obtém-se aplicando a isometria de Ito:

t s
Cov[X,, X,| = o2+ W eardB’) (/ em"dB’”H
0 0

tAs
_ O_2efa(t+s) / €2ardT
0
— U_ (6—a\t—s| . e—a(t—i—s)) )
Note-se que
;0 2at
X, ~N {m—l—(ﬂv—m)e“,%(l—e a)} .

Quando t — oo, a distribuicao de X; converge para

que é a distribuicdo invariante ou estaciondria. Se Xy tem distribuicdo v
entao a distribuicao de X; serd a distribuicao v para todo o t.

Algumas aplicacoes financeiras do processo de Ornstein-Uhlenbeck com
reversdo para a média:

e Modelo de Vasicek para a taxa de juro:
dry =a(b—ry)dt + odB;y,

com a,b,o constantes. A solucao da EDE é

t

re=b+ (rg—b)e ™+ Ue_“t/ edBs;.
0
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e Modelo de Black-Scholes com volatilidade estocdstica: assume-se que
a volatilidade o (t) = f(Y;) ¢ funcdo de um processo de Ornstein-
Uhlenbeck com reversao para a média

dY, = a(m — ;) dt + BdW,

com a,m, 3 constantes e onde {W;,0 <t < T} é um movimento Brow-
niano. A EDE que modela a evolucao do preco do activo com risco
é

dS; = pSdt + f (Yi) Sid By

onde {B;,0 <t <T} é um movimento Browniano. Os movimentos
Brownianos W, e B; podem estar correlacionados, i.e.,

E[BWs| =p(snt).

6.5 EDE’s Lineares

Considere a EDE

t t
Xy=z +/ f (s, Xs)ds +/ c(s) XsdBs,
0 0

com f e c fungoes deterministicas e continuas. Suponha que f satisfaz as
condicoes de Lipschitz e de crescimento linear em x. Entao, pelo teorema de
existéncia e unicidade de solugoes, existe uma solucao para a EDE e é tnica.
Como obter a solucao? Considere o "factor integrante"

F, = exp (/Otc(s)st—%/otc(s)st).

E claro que F; é solucao da EDE se f = 0 e x = 1. Suponha que X; = F}Y;
ou que Y; = (Ft)f1 X;. Entao, pela formula de Ito,

dY; = (F,) 7' f (t, BY;) dt

e Yy = z. Esta equacao para Y é uma EDO com coeficientes aleatérios (é
uma equacao diferencial deterministica parametrizada por w € ).

Exemplo 6.9 Por exemplo, com f(t,z) = f(t)z, entdo temos a equagdo
diferencial ordindria
dY;

i f)Y:
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Y, = 2 exp (/Otf(s)ds).
X, = zexp </Otf(s)ds+/0t6(s)dB5—%/Otc(sfds).

Consideremos agora uma EDE linear da forma

e portanto

Logo,

dXy = (a(t)+b(t) Xy)dt+ (c(t) + d (t) X;) dBy,
Xy ==,

onde a, b, ¢, d sao funcoes deterministicas continuas. Suponha que solugao é
da forma
Xy = U Vi, (6.15)
onde
dUy = b(t)Updt + d(t)Uyd By,
{ dVy = a(t)dt + 5 (t) dB,.

e Uy =1, Vo = z. Do exemplo anterior, ja sabemos que

U, = exp (/Otb(s)ds+/otd(s)st—%/Otd(s)2d3> (6.16)

Por outro lado, calculando o diferencial de (6.15) e usando a férmula de It6
com f (u,v) = uv, obtemos

AX, = VidU, + UV, + 3 (dU,) (dVi) + 5 (aVi) (40
— (b(O)X: + a () Us + 8 () d()U) dt + (d(O) X, + B (£) Us) dB,.

Comparando com a EDE inicial para X, temos que

Logo
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Portanto:
X, =U, (a:—i—/ot [a(s) —c(s)d(s)] Us_lds—l—/otc(s) Us_lst> ;

onde U; ¢ dado por (6.16).

No caso unidimensional (n = 1), a condigdo de Lipschitz para o coef.
o no teorema de existéncia e unicidade de solucoes, pode enfraquecer-se se
o (t,z) = o (z) (coeficiente de difusdo nao dependente do tempo). Suponha-
se que o coeficiente b satisfaz a condi¢ao de Lipschitz e o coef. o satisfaz a
condicao

o (t,2) — o () < Dl —yl®, 2.y €R, t€[0,T]

com o > % Entao, existe uma tinica solucao para a EDE. Para mais detalhes
sobre este caso, recomenda-se a consulta de [5].

Exemplo 6.10 A EDFE do modelo de taxas de juro de Cox-Ingersoll-Ross:
th =a (b — Tt) dt + U\/T_tdBt
To = T,

tem uma e sé uma solugao.

6.6 Solucoes fortes e fracas

O problema de obter uma solucao de uma EDE pode ser definido de forma
diferente. Suponhamos que sdo dados s6 os coeficientes b(t,z) e o (t,z) e
que pretendemos determinar um par de processos estocésticos, { X;} e {B;},
definidos num espago de probabilidade (€2, F, P), e com uma filtragao {H,}
tal que {B;} é um {H;}-movimento Browniano, e tais que {X;} e {B;} sat-
isfazem a EDE

t t
Xt:XoJr/ b(s, X,) ds+/ o (s, X,)dB, (6.17)
0 0

nesse espago de probabilidade.

Nesse caso, diz-se que (Q,F, P,{H;},{X:},{B:}) é uma solucdo fraca
("weak solution") de (6.17). Podem demonstrar-se os seguintes resultados
(para o leitor interessado, ver [5]):

e Toda a solugao forte é uma solucgao fraca.
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e Diz-se que uma EDE satisfaz a propriedade de unicidade fraca se duas
solugoes fracas tém a mesma distribui¢ao (mesmas distribuigoes dimen-
sionalmente finitas ou fidis). Se os coeficientes satisfazem as condigoes
do teorema de existéncia e unicidade, entao a EDE satisfaz a pro-
priedade de unicidade fraca.

e A existéncia de de solugoes fracas pode garantir-se supondo apenas que
os coeficientes b(t, x) e o (t,z) sdo fungbes continuas e limitadas.

Exemplo 6.11 Considere-se a EDE de Tanaka

dXt = Sign (Xt> dBt,
XO = 07

onde

. { +1 sex >0
sign (x) :=

-1 sex <.

Note-se que sign (x) nao satisfaz a condi¢ao de Lipschitz (nem sequer é con-
tinua em 0). Logo, nao se pode aplicar o teorema de existéncia e unicidade
neste caso. Pode mostrar-se que nao existe nenhuma solugcdo (no sentido
forte) para esta EDE, mas existe uma solugdo fraca (que é tunica) - Este
exemplo é explorado detalhadamente em [10].

Exercicio 6.12 Considere o sequinte sistema de equacoes diferenciais es-
tocdsticas:

dX(t) = 4e* dt +tdW (t) com X (0) = 10.

dZ(t) = (t* + 3sint) dt + 4tdW(t), com Z(0) = 5.

a) Escreva a equagdo dada na forma integral.
b) Deduza a respectiva solugao.

Exercicio 6.13 O modelo Cox-Ingersoll-Ross (CIR) para o processo de taza
de juro R(t) é

dR(t) = (o — BR(8)) dt + /R () dW (1),

onde o, 5 e o sdo constantes positivas. A equacao CIR nao tem solugao
fechada. Contudo, podem determinar-se o valor médio e a varidncia de R (t) .

a) Calcule o valor médio de R(t). (Sugestio: Seja X (t) = e’ R(t). Use a
fungao f(t,x) = e’tx, aplique a férmula de Ité6 na forma diferencial, integre
e aplique o operador esperanga).
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t", t"1
Figura 6.1: Particao

b) Calcule a varidncia de R(t). (Sugestao: Calcule d (X?*(t)) aplicando a
formula de Ité6 na forma diferencial, integre e aplique o operador esperancga,).
¢) Calcule tli+m Var (R(t)).

6.7 Aproximacoes numéricas

Muitas equagoes diferenciais estocdsticas nao podem ser resolvidas explicita-
mente. Por isso, sao necessarios métodos numéricos para obter aproximacoes
das solugoes. Considere-se a EDE:

dXt =b (Xt) dt + o (Xt) dBt,

com condic¢ao inicial Xy = x. Vamos definir uma sucessao de parti¢oes do

intervalo [0,7], onde cada partigdo ¢ definida pelos pontos t; = %, T =
0,1,...,n e o comprimento de cada subintervalo da parti¢ao é 9, = %

Vamos agora apresentar o método de Euler de diferengas finitas. Os
valores exactos da solugao sao

X (1) :X(ti_1)+/ti b(Xs)der/ti o (X)dB,  (6.18)

A aproximacao de Euler define-se por

/ti b(X.)ds ~ b(X (t:1))dn,

t;
/ o (Xs) st ~ O (X (tz—l)) ABZ,
ti—1

onde AB; := B(t;) — B(t;_1) . Finalmente, o esquema de Euler é definido
por

X () = X (ti1) + (X" (t4)) 60 + 0 (X (ti1)) AB;, (6.19)
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i = 1,2,...,n. Em cada intervalo (;_1,t;), o valor de X ¢ obtido por
interpolagao linear.
O erro de aproximacao é definido por

ey = \/E [(XT - X;”))Q] . (6.20)

Para o esquema de Euler, pode mostrar-se que

el < e\/4,,

onde ¢ é uma constante.
Como simular uma trajectéria da solugao usando o método de Euler?
Basta aplicar o seguinte procedimento.

1. Simular os valores de n varidveis aleatérias com distribuigao normal

N(O, ].) 51,52, N ,fn.

2. Substituir AB; em (6.19) por &+/6,, e determinar os valores de X ™ (t,)
usando o esquema por recorréncia (6.19).

3. Em cada intervalo (¢;_1, t;) determinar X ™ por interpolacdo linear.entre

Discutiremos agora um outro método de diferencas finitas - o método de
Milstein. Para apresentar este método, é necessario aplicar a férmula de It
ab(X;)eao(X,), considerando t; 1 <t < t;. Obtemos

/t:b(xs)ds—/:l DX () +

(e ) oo [ oncan]as
/t;ilcr(Xs)dBS:/t;: 0 (X () 4

+/t (bal * %0"“2) (X;) dr + /t (00") (X,) dBT} dB,.

Exercicio 6.14 Prove esta igualdade.
A partir da eq. (6.18), obtemos

X () = X (1) = b(X (1)) 0n + 0 (X (t,21)) AB; + R
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Pode mostrar-se que o termo dominante de R; é o integral estocdstico duplo

/t;il (/tl (00) (X,) dB,) dB..

sendo os outros termos de ordem mais baixa e desprezaveis. A aproximagao
de Milstein é
t; s
R, ~ / (/ (oc”) (X,) dBr) dB,
ti—1 ti—1

~ (o) (X () [ ([ av.)am.

t; S ti
/ </ dBT> dB, = / (Bs — B (ti-1)) dBs
ti—1 ti1 li—1

" BB, — B(tiy)(B(t) — B (1))

—1

T~

B % [B’? ~Bi .- 5"} — B(ti-1) (B (t;) — B(ti-1))
-2 [(AB)?* = 4,]

\V)

onde, para calcular fttz_l B.dB;, se pode usar a férmula de It6 aplicada a
f(B,) = BY.
O esquema de Milstein é

+ % (o0") (X (t;i1)) [(ABi)2 - 5”] :

Pode mostrar-se que o erro da aproximacao de Milstein é

Mil
e, " < cop.

6.8 Propriedade de Markov

As solugoes de EDE’s dizem-se processos de difusdo. Seja X = {X;,t > 0}
um processo de difusdo (de dimensao n) que satisfaz a EDE:

dXt = b (t, Xt) dt + ag (t, Xt) dBt, (621)

onde B é um movimento Browniano m-dimensional e b e o satisfazem as
condicoes do teroema de existéncia e unicidade.
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Definigao 6.15 Diz-se que um processo X = {X;,t > 0} é um processo de
Markov se Vs < t, temos

Ef (X)) [Xe,r < s] = E[f (X3) [ X].
para qualquer funcao limitada e mensurdvel f definida em R™.

Em particular, se C' C R” e é mensurdvel, temos:
P[Xt € ClXT,T S S] =P [Xt S C|XS] .

Essencialmente, a propriedade de Markov afirma que "os valores futuros de
um processo dependem sé do seu valor presente e nao dos valores passados
(se o valor presente for conhecido)". A lei de probabilidade dos processos de
Markov é descrita pelas probabilidades de transicao

P(Cityz,s):=P(X; €eC|X;=2), 0<s<t.

P (-,t,z,s) é a lei de probabilidade de X; condicionada a X, = z. Se esta
probabilidade condicionada tiver densidade, representamo-la por:

p(y,t,x,s).

Exemplo 6.16 O movimento Browniano é um processo de Markov com
probabilidades de transicao:

p(y,t,x,s) = ;)exp (—M> ) (6.22)

27 (t — s 2(t - s)
De facto

P B, € C|F,] = P|B; — Bs+ B, € C|F]
:P[Bt—Bs—l—l‘E C] ‘m:Bs
=P[B; € C|B; = 7],

onde se usaram as propriedades da esperanga condicionada e o facto de By —
By ser independente de Fy e de By ser conhecido dada a "informagao"F; (ou
seja, By é Fg-mensurdvel).

Mas como B; — B, + x tem dist. Normal com média x e varidncia t — s,
entdo a densidade da probabilidade de transi¢ao é (6.22).

Vamos agora introduzir alguma notacao ttil. Representaremos por { X;*, ¢t > s}

a solucao da EDE (6.21) definida em [s, +00) e com condi¢ao inicial X% = x.
Se s = 0, usamos a notacao Xf’x = X}
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Proposicao 6.17 Temos as sequintes propriedades

e 1. Existe uma versdo continua (em todos os parametros s,t,x) do
processo { X;*,0 < s <t,xz € R"}.

2. Para qualquer t > s, temos

XF =X (6.23)
Proof. Prova de (2): X[ satisfaz a EDE
¢ t
X/ :Xf—i—/ b(u,Xf)du—f—/ o (u, X2)dB,.
Por outro lado, X, satisfaz
¢ ¢
X7V = y+/ b(u, X:2Y) du+/ o (u, X;Y)dB,.

. . Xz - ~
Substituindo y por X7 obtemos que X7 e X;* sao solugoes da mesma EDE
em [s,+00) e com a mesmo condigao inicial X?. Logo, pelo teorema de
A . o X
existéncia e unicidade, a solucao é tnica e X7 = X,;”"*. =

Teorema 6.18 (propriedade de Markov dos processos de difusio) Seja f
uma funcao limitada e mensurdvel em R™. Entdo, para qualquer 0 < s < t,
temos

E[f(X) 7] = E[f (X7)] a=x, (6.24)
Proof. Por (6.23) e pelas propriedades da esperanca condicionada, temos:
Ef(X)|F] = E[f (X77) | F] = ELf (X7)] [e=x.

porque X;"* é independente de F; e X, é conhecido a partir da "informagao" F
(i.e., X5 &€ Fs-mensurdvel). Aplica-se a propriedade 7 da esperanga condi-
cionada. m

Os processos de difusao sao processos de Markov. As probabilidades de
transicao de um processo de difusao sao dadas por

P(C,t,x,s) = P(X;" € C).

Se um processo de difusao ¢ homogéneo no tempo (os coeficientes b e 0 nao
dependem de t) entao a propriedade de Markov (6.24) pode escrever-se:

E [f (Xt) |7'_s] =F [f (Xf—s)} |a::Xs'
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Exercicio 6.19 Calcule as probabilidades de transi¢ao do processo de Ornstein-
Uhlenbeck com reversao para a média.

Solugao 6.20 A EDFE é
dXt =a (m — Xt> dt + O'dBt.

7

A solugao em [s,+00), com condi¢do inicial Xy = x, é

¢
X" =m+ (x —m)e o= 4 ae_at/ e’ dB,.

~ t , . 1~
Entao, como { fs edB,,t > s} é um processo Gaussiano com média e var-

idncia (ver exemplo em aula anterior), temos que

E[X™ ] =m+ (x —m)e %),
2

Var [X["] = g—a (1 — e 2007

A probabilidade de transicao é
P (-, t,x,s) = Distribui¢ao de X;"".

Logo, é uma distribuicao normal com a média e a varidncia dadas acima.

6.9 Calculo de Stratovonich e EDE’s de Stratonovich

No integral estocdstico de It6 para processos continuos, quando definimos
fot us,dBs usando somas do tipo Riemann-Stieltjes, usamos sempre o valor
do processo v no ponto t;_; e assumimos que o processo ¢ constante em
[tj—1,t;). Como consequéncia, o valor esperado do integral de It6 é nulo e
a sua variancia pode calcular-se usando a propriedade de isometria de Ito6.
Além disso, o integral de It6 indefinido é uma martingala. A desvantagem
do integral de It6 é que na "regra da cadeia"(ou férmula de It6) aparece um
termo de 2% ordem (termo que nao aparece no calculo cléssico).

O integral de Stratonovich fOT u, o dB, define-se como o limite em prob-
abilidade da sucessao:

~~ 1
Z B (Uti_l + Uti) AB;,

=1

com t; = % Coloca-se a questao: qual a relacao entre o integral de It e o
integral de Stratonovich?
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Se u é um processo de Itd6 da forma

t t
Uy = Uy + / Beds + / asdB;. (6.25)
0 0

entao é possivel mostrar que

T T 1 (7
/ ug 0 dB; = / usdBs + —/ osds.
0 0 2 /o

A "férmula de It6"para o integral estocdstico de Stratonovich coincide com
a regra da cadeia para o cdculo classico. De facto, se © € um processo da
forma (6.25) e

t t
Xt:X0+/ vsds—i—/ ug 0 dBy
0 0

entao pode mostrar-se que
df (Xt) = fl (Xt) [©] dXt

Uma EDE no sentido de It6 pode ser transformada numa EDE no sentido de
Stratonovich, usando a férmula que relaciona ambos os integrais:

e EDE de Ito:
t t
X, =X, —i—/ b (s, Xs)ds +/ o (s, Xs) dBs.
0 0
e EDE de Stratonovich equivalente:
t 1 t t
X, = X, +/ b(s, X.) ds — 5/ (00') (5, X.) ds +/ o (s, X.) o dB..
0 0 0
e Isto, porque a decomposicao de Ito de o (¢, X;) é

t 1 t
o(t,Xy)=o0c (0,X0)+/ (U’b — 50"02) (s, Xs) ds—{—/ (00") (s, Xs) dBs.
0 0



Capitulo 7

Relacoes entre EDE’s e EDP’s

7.1 Gerador ou operador infinitesimal de uma
difusao
Considere uma difusao n-dimensional X que satisfaz a EDE

dXt =b (t, Xt) dt +0 (t, Xt) dBt,
Xo = o

onde B ¢ um movimento Browniano m-dimensional. Assuma que b e o satis-
fazem as condigoes do teorema de existéncia e unicidade de EDE’s. Considere
que b : RT xR" - R", 0 : RT xR" — M (n,m), onde M (n,m) é o conjunto
de matrizes n X m e zg € R™.

Definicao 7.1 O gerador ou operador infinitesimal associado a difusao X é
o operador diferencial de 2* ordem A definido por

- n oh 1 <& T 0%h
Ah (t, ) := ; bi (t, ) Ers T3 (o0 )u (t, ) Ox;0x;’

ij=1

onde h é uma funcao de classe C*? definida em RT x R™.

O operador infinitesimal é também designado por operador de Dynkin,
operador de It6 ou "Kolmogorov backward operator". Veremos agora qual a
relagdo entre a difusdo X e o operador A. Pela férmula de 1to, se f (¢, x) é uma
fungao de classe C*2, entao f (t, X;) € um processo de It6 com "diferencial":

7 (060 = { 90 (X0 4 A (0.X0) b 4 (9. 1. X001, X0) dB (7.)

73
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onde o gradiente se define como:

| 9f of
w22
Note-se que se
t af 2
E/ < (t, X)) o1, (t,Xt)> ds < oo, (7.2)
0 axz

para todo o t > 0 e para todo i, j, entao os integrais estocdsticos em (7.1)
estao bem definidos e sao martingalas, pelo que

M; = f(t,Xy) —/Ot (% (s,Xs)+ Af (S,XS)) ds

¢ uma martingala. Uma condicdo suficiente para que (7.2) seja satisfeita é
que as derivadas parciais g—ﬁ (s, Xs) tenham crescimento linear, i.e.

of
633‘,'

()] £ C L1+ e,

7.2 Foérmulas de Feynman-Kac
A equacao diferencial parcial
F
(1) + AF (1,2) = 0 (73)
F(T,z) = ®(x)

¢ uma EDP parabdlica com condigdo terminal (em 7°). A EDP anterior
também se pode escrever como (supondo n = 1, para simplificar a notagao)

OF OF 1, 0°F
F (T, z)=®(x).

Em vez de resolver a EDP analiticamente vamos tentar obter a solugao
usando uma "férmula de representacao estocastica". Suponhamos que existe

uma solu¢do F. Fixemos t e x e definamos o processo X em [t,T] como a
solucao da EDE

dXs =b(s,Xs)ds+ o (s, X,)dBs,
Xt = T.
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O operador infinitesimal associado a X é

o 1 0?
A= b(t,x)%—l— 502 (t,x)@,

que é exactamente o operador que aparece na EDP (7.3) ou (7.4). Aplicando
a férmula de It6 a F', temos (ver (7.1))

T
FT, Xp) = F (£, X)) + / (g—f (5, X.) + AF (S,XS)> ds
t
T OF
+/t 7 (5, X,) O (5, X.) B,

Mas %5 (s, X,) + AF (s, X,) = 0 e aplicando o valor esperado (considerando
o valor inicial X; = z), obtemos

By [F (T, X1)] = By [F (8, X4)],

supondo que o integral estocdstico estd bem definido e portanto o seu valor es-
perado é zero. Como, pelos valores na fronteira, E; , [F (T, Xr1)|] = Ei, [é( X;J:)]
e By, [F (t,X{")] = F (t,z), temos

F(t,z) = By, [®(X3)],
sendo esta a representacao estocdstica da solugao da EDP (7.4).

Proposicao 7.2 (férmula de Feynman-Kac) Suponhamos que F é solug:cio
do problema de valores na fronteira (7.4). Suponhamos que o (s, X ) E (s, X,)

¢ um processo em L? (i.e. Efo ( - (t, Xt) 045 (¢, Xt)) ds < o0). Entao

F(t,z) = By, [2(X27)],
onde X5* satisfaz
dXs=0(s,Xs)ds + o (s, X;)dBs,
X, ==x.
Proposigao 7.3 (féormula de Feynman-Kac) Suponhamos que F é solugdao

2
do problema (7.8). Suponhamos que Efo ( (t, Xe) 04, (8, Xt)> ds < oo,
para todo ot > 0 e para todo i,j. Entao

F(t,x)=FE, [@(Xth)} ;

Q?

onde X5* satisfaz

dXs =b(s,Xs)ds+ o (s, X,)dBs,
Xt = T.
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Considere-se agora uma fungao ¢(x) continua e limitada inferiormente,
com ¢q € C'(R™) e a equagao diferencial parcial (EDP)
OF
F(T,z) = ®(x)

com condic@o terminal (em 7°). A EDP anterior também se pode escrever
como (supondo n = 1, para simplificar a notagao)

or (t,z)+b(t, ) or + 102 (t,x) 82—5 —q(z)F(t,x) =0, (7.6)

ot Jxr 2 Ox
F(T,x) = ®(x).
Em vez de resolver a EDP analiticamente vamos tentar obter a solucao us-

ando uma "férmula de representacao estocdstica". Suponhamos que existe

uma solucdo F. Fixemos t e x e definamos o processo X em [t,T] como a
solucao da EDE

dX, = b(s, X.)ds + o (s, Xs) dBs,
Xt = XT.

O operador infinitesimal associado a X é

0 1 0?
A= b(t,x)%—i— 502 (t,:c)@,

que é exactamente o operador que aparece na EDP (7.5) ou (7.6). Aplicando
a férmula de It6 a g (t, X;) = exp (— fot q(Xs) ds) F (t, X;) e integrando entre
teT, temos

exp (— /OTq (X.) ds) F(T, Xr) = exp (— /th(xs) d5> Ft X))+
+ /tT e~ Jo a(Xr)dr (g—f (s, X,) + AF (s, X,) — q (X,) F(S,XS)> ds

. / " exp <_ /0 Sq(Xr)dr> 7 (5, X0) 90 (s, X.) dB..

Mas %—f (s, Xs)+AF (s, X5)—q (Xs) F(s,Xs) = 0 e aplicando o valor esperado
(considerando o valor inicial X; = x), obtemos

e e (= [ 00 ds) P 50| = Bl 0.0,
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supondo que o integral estocdstico estd bem definido e portanto o seu valor
esperado é zero. Como

Ep, [exp <— /t Tq (X,) ds) F (T, XT)] = FE, [eXp (— /t Tq (X,) ds) <I>(X%‘”)}

e B, [F(t,X;")] = F(t,z), temos

Flta) = E,, [exp (_ / L (xt) ds) @(X;ﬂ} |

sendo esta a representacdo estocdstica da solugdo da EDP (7.5) ou (7.6).

Proposicao 7.4 (férmula de Feynman-Kac 2) Seja F' solug¢do do problema
(7.5) ou (7.6). Considere-se que o (s, X,) 2L (s, X,) é um processo em L2 1

(i.e. EfOT [2E (S,XS)O'<S,XS>]2CZS < 00). Entao

T
PG = 5o (~ [ () n ot
¢
onde X* satisfaz

dXs =0b(s,Xs)ds+ o (s,Xs)dBs,
Xt = XT.

Nota: Considerando que g(z) é continua e limitada inferiormente, uma
condicao suficiente para que F fOT lexp (— [y q (X)) dr) %5 (s, X,) o (s, X,)] 2ds <
o0 é que a derivada g—i (s,z) tenha crescimento linear, i.e.

OF

(5,0 £ C 1+ al).

S,T)

7.3 Relacgao entre a equacao do calor e o movi-
mento Browniano

Seja f uma fungao continua e com crescimento polinomial. A fungao
u(t,z) = E[f (B + )]
satisfaz a equacao do calor

ou 10%u

P 205
u(0,2) = f ().
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De facto, como B, tem distribuigao N (0,t), temos que

+o0 1

_(e—y)?

e 2 dy,

- _(e=p)? . ~
e a funcao ﬁe 2, para cada y fixo, satisfaz a equacio do calor & =

ot
2 ~ . . .~
%%. A fungdo x — u (¢, x) representa a distribui¢do de temperaturas numa

barra de comprimento infinito, supondo que o perfil inicial de temperaturas
¢ dado pela funcao f(x).
7.4 A equacao Backward de Kolmogorov

Consideremos uma difusao homgénea no tempo X que satisfaz a EDE

dXt = b (Xt> dt + 0o (Xt) dBt,
X() = X.

O gerador infinitesimal associado nao depende do tempo e é dado por

& of 1 0?
Af (@)= b (x) 8_1{ +35 3" (00"),, (@) 0$0fm’ (7.7)
i=1 ! v

ij=1
Aplicando a férmula de It6 a f (X), obtemos
df (Xs) = Af (Xs)ds + [Vof (Xs)] o (Xs) dBs.

e aplicando o valor esperado

t
BIF () =1 () + [ EAF (X)) ds.
0
Considere-se a funcao
u(t,z) = E[f(X7)].
Por (?7?), a fungdo u ¢ diferencidvel em t e satisfaz a equagao:

ou

== BlAf (X)),

A expressao E [Af (X])] pode representar-se como fun¢ao de u. Para tal,
vamos introduzir o dominio do operador infinitesimal.
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Definigcao 7.5 O dominio D do gerador infinitesimal A é o conjunto de
fungoes f : R™ — R tais que o limite sequinte existe para todo o x € R™:

_ i B X))~ (@)
Af(m)—?{% " :

(7.8)

Por (?7), temos que CZ (R") C D4 e se f € CZ(R"), o limite (7.8) &
igual a Af dado por (7.7). A fungdo u (¢, x) satisfaz uma EDP - a equacao
"Backward"de Kolmogorov:

Teorema 7.6 Seja f € C3 (R").
a) Seja u(t,z) = E[f (X})]. Entdo u(t,-) € Da e satisfaz a equagio
(EDP "backward"de Kolmogorov)

ou
5 = Au, (7.9)
u(0,2) = f(x).

b) Se w € C?([0,00) x R™) é uma fungdo limitada que satisfaz a EDP
(7.9), entao
w(t,z)=E[f (X))

Proof. a) Basta calcular o limite

™\ 0 r

Pela propriedade de Markov, temos

Elu(t,X7)] = E[B[f (X})] |y=x:]
=B [f (X)) =+ o).
Entao, como t — u (¢, z) é diferencidvel, temos

Elu(t,X)] —u(t,x) u(t+r,x) —u(t,x)

lim = lim

™\.0 r ™\.0 r
_ Ou
ot

b) Considere-se o processo de dimensao n + 1:

Y;:(S_tath)'
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A férmula de Ito aplicada a w (Y;), resulta em

w(¥) = w s x>+/t (Aw—%—f) (5 — 1, X2) dr
IP»>

obtemos

ax, (s =1, X") 0, (X*)dB!

i=1 j=1

Como Aw = Bt ,

w(Y;) =w (s, x) / 3 S—TX:B)O'Z](XI)CZBJ
A xz

Pretendemos agora aplicar o valor esperado, mas como nao foi imposta nen-
huma condicao sobre o crescimento das derivadas parciais de w, nao sabemos
se a esperanca dos integrais estocdsticos é zero.

Por isso, introduzimos um tempo de paragem 7r para R > 0, dado por

r:=1inf{t > 0:|X}| > R}.

Se r < Tg, O processo g—“’ (s =7, X7?)o;; (XF) é limitado e os integrais es-

tocésticos estdo bem definidos e a sua esperanca ¢é zero. Logo,
E 0 (Yineg)] = w (5,2)
e fazendo R — o0, temos para todo t > 0:
Elw ()] =w(s,x).
Finalmente, com s =t e usando w (0, x) = f(z), temos
w(s,2) = Efw (Y,)] = Ew (0, X7)] = E[f (X7)].
De forma ansloga, pode provar-se o seguinte teorema (ver [10]). m

Teorema 7.7 Seja f € C3 (R™) eq € C (R™), com q limitada inferiormente.

o) Seja t
ott0) = B o (- [ a(xz)as) 7 0x0)

. Entao v (t,-) € Da para cada t e satisfaz a equa¢io EDP

ov
i = Av — qu, (7.10)
v(0,2) = f(x).

b) Se w € C12(]0,00) x R™) é uma fungao limitada em cada [0,T] x R™
e que satisfaz a EDP (7.10), entao

w(t,x) =v(t,z).
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Na demonstracao do teorema anterior foi necessdrio recorrer ao con-
ceito de tempo de paragem ("stopping time") relativamente a uma filtracao
{F:,t > 0}, que é uma varidvel aleatéria

7:0Q — [0, +0o0]

tal que, para todo o t > 0, temos que {w : 7 (w) < t} € F;. Podemos decidir
se "paramos ou nao"antes de um instante ¢ a partir da informacao contida
em F;.

Exemplo 7.8 O tempo de chegada de um processo continuo e adaptado X =
{Xi,t >0} a um nivel a, i.e.

T, :=inf {t >0: X; =a}

é um tempo de paragem. De facto, temos que

{Tgt}:{supXSZa}:{ sup XSZa}EFt

0<s<t 0<s<t,s€Q

Podemos associar a um tempo de paragem 7 a o-dlgebra F, formada
pelos conjuntos G tais que

GNn{r<tleF
Os tempos de paragem satisfazem as propriedades (ver [9]):

1. Se {M;,t € [0,7]} é uma martingala continua e 7 ¢ um tempo de par-
agem limitado por 7', entao

E [My|F,] = M,.

2. Se u € LiT e 7 é um tempo de paragem limitado por 7T, o processo
ulp, também pertence a L?L,T e temos que

T T
/ U]-[O,T] (t) dBt = / u (t) dBt
0 0



Capitulo 8

Teorema de Girsanov

O teorema de Girsanov diz-nos, na sua versao mais simples, que o movimento
Browniano com deriva: B; = B, + At, pode ser visto como um movimento
Browniano standard se mudarmos a medida de probabilidade. Em termos
mais gerais, o teorema de Girsanov diz-nos que se mudarmos o coeficiente de
deriva de um processo de It6 entao a lei do processo nao muda radicalmente.
A lei do novo processo de Ito6 serd absolutamente continua relativamente
a lei do processo original e podemos calcular explicitamente a derivada de
Radon-Nikodym.

8.1 Mudancas de medida de probabilidade

Suponha que L > 0 é uma varidvel aleatéria de média 1 definida no esp. de
probab. (2, F, P). Entao

Q(A) = E[14L]

define uma nova medida de probabilidade. E claro que Q(Q) = E[L] = 1. E
Q(A) = E[14L] é equivalente a

/ 14dQ = / 1.LdP.
Q Q

Diz-se que L é a densidade de () relativamente a P e escreve-se

dQ
oL
ap

L também se diz a derivada de Radon-Nikodym de @) relativamente a P.
O valor esperado de uma v.a. X definida no esp. de probab. (£, F, P)

calcula-se pela férmula
Eq[X]=F[XL].

82
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A medida de probabilidade () é absolutamente continua relativamente a P,
o que significa que

P(A)=0= Q(A)=0.
Se a varidvel aleatéria L ¢ estritamente positiva (L > 0), as probabilidades
P e @ sao equivalentes (ou seja, mutuamente absolutamente continuas), o
que significa que

P(A) =0<= Q(A) =0.

8.2 Teorema de Girsanov

Seja X uma v.a. com distribuigao N (m, c?). Existe uma medida de probab.
Q em relagao a qual X tenha distribuigao N (0,02)?
Considere a v.a.

E f4cil verificar que E [L] = 1. Basta considerar a densidade da distribuicao
normal N (m,c?) e temos que

too m m?2 1 (x —m)?

1 +o00 .ZU2
= exp | —=— | dz = 1.
oV2m /_Oo P ( 202)

Suponha que a medida de probabilidade ) tem densidade L em relagao a
P. Entao, no espago de probabilidade (2, F,Q), a v.a. X tem a fungao
caracteristica:

EQ [eitX] S [eitXL}

1 /+°° M m? (z —m)? J
= exp itr — —x+ — |exp | ————— | dz
oV2T J_s P o2 202 P 202

1 +oo 72 242
= / exp (itw — —2) der=e 2 .
oV2T J_x 20

Conclusao: X tem distribuicao N (0,0%). Para a forma geral da fungao
caracterfstica de uma distribuicao normal ver, por exemplo, o apéndice de
[10] sobre distribui¢oes normais.

Seja {B;,t € [0,7]} um movimento Browniano. Fixemos um ndimero real
A e consideremos a martingala:

)\2
L, = exp (—)\Bt - ?t) . (8.1)




CAPITULO 8. TEOREMA DE GIRSANOV 84

Exemplo 8.1 Prove que o processo estocdstico {L;,t € [0,T|} é uma mar-
tingala positiva com esperanca 1 e que satisfaz a EDE:

st - —)\_Ltd.Bt7
LU =1.

A varigvel aleatéria Ly = exp (—)\BT — %T) ¢ uma densidade no espaco

de probabilidade (2, Fr, P), pela qual se define a nova medida de probabili-
dade
Q(A) = E[1aLr],

para qualquer A € Fr.
e Como {L,t € [0,T]} € uma martingala, entdo a v.a. L; = exp (—)\Bt - ’\72

¢ uma densidade no espaco de probabilidade (2, F;, P) e neste espago
a medida de probab. () tem precisamente a densidade L;.

e De facto, se A € F;, temos que:

Q(A) = E[14L7] = E[E[14L7|F]]
= E[14E[Lr|F]] = E[14L],

onde se aplicaram as propriedades da esperanca condicionada e a pro-
priedade de martingala de {L;,t € [0,T]}.

Teorema 8.2 (Teorema de Girsanov I): No espago de probabilidade (2, Fr, Q),
onde Q) é definida por Q (A) = E [14Ly], o processo estocdstico

Bt — Bt + )\t
é um movimento Browniano.
Antes de provar o teorema de Girsanov, precisamos do seguinte Lema.

Lema 8.3 Suponha que X é uma v.a. real e que G é uma o-dlgebra tal que:

E [ei“X|g] =e 2 .

Entao, a varidvel aleatoria X é independente da o-dlgebra G e tem uma dist.
normal N (0, c?).

)
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Ver a demonstracao do Lema em [9], pdgs. 63-64.
Proof. (Teorema de Girsanov) E suficiente mostrar que em (Q, Fr, @), o
incremento Et — Es, com s <t < T, éindependente de F; e tem distribuicao
normal N (0,¢ — s). Tendo em conta o Lema anterior, isto é consequéncia da
seguinte relacao:

EQ [1A€iu(§tﬂ§s)] — Q (A) e—%(t—s)7 (8.2)

para todo s < t, A € Fs e u € R. De facto, se (8.2) se verificar entao,
por definicao da esperanca condicionada e pelo Lema anterior, temos que

(Et — §s> ¢ independente de F; e tem distribui¢do normal N (0,t — s).
Prova da igualdade (8.2):

EQ |:1A6iu(§t—§s>:| - F |:1A€iu(§t—§S)Lt:|
= F [1Aeiu(Bt—Bs)ﬂ‘w\(t—s)—,\(Bt—Bs)_g(t_s)Ls]

— E[14LJE [e(iuf)\)(Bths)] eiu)\(tfs)fg(tfs)

(iu—X)?

= Q(A)ef(t—8)+iuk<t—s)—§<t—s)
7J42
= Q(A)e~ T2,

onde se usou a definigdo de Eg e de L;, a independéncia de (B; — B;) de L,
e A e adefinicio de ). =

8.3 Teorema de Girsanov - versao geral

Teorema 8.4 (Teorema de Girsanov I1): Seja {0;,t € [0,T|} um processo
estocdstico adaptado que satisfaz a condicao de Novikov:

E {exp G /0 ' Hfdt)] < 0. (8.3)

Entao, o processo estocdstico
- t
Bt = Bt + / Hst
0

é um movimento Browniano.relativamente a medida Q) definida por Q (A) =

E[14Ly], onde
t 1 t
L; =exp (—/ 0,dB, — —/ Hgds) .
0 2 Jo
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Note-se que L; satisfaz a EDE linear

t
Li=1- / 0sLsdBs.
0

Para que o processo L; seja uma densidade é necessério que E[L;] = 1 e a
condi¢ao (8.3) é suficiente para garantir que E [L;] = 1. A segunda versao do
teorema de Girsanov generaliza a primeira versao. Note-se que com 6; = A,
voltamos a obter a versao anterior.

8.4 Modelos de mercados financeiros

8.5 O modelo de Black-Scholes

As equagoes diferenciais que definem o modelo de Black-Scholes sao as seguintes:

dB (t) = rB (t) dt,
dSt = OéStdt + O'Stth,

onde r, v e o sao constantes. Representa-se por B (t) o prego de um activo
sem risco (obrigagdo ou depdsito bancdrio) - é uma funcao determinista,
S; € o processo de prego de um activo com risco (acgao ou indice) e é um
processo estocéstico, W, é um movimento Browniano standard relativamente
a medida de probabilidade original P, r é a taxa de juro sem risco, o é a
taxa de rendibilidade média do activo com risco e ¢ é a volatilidade do activo
com risco. Jd sabemos que a solugdo de (8.5) ¢ o movimento Browniano

geométrico:
1 —
S; = Sp exp ((a — 502) t+ awt> .

Consideremos um direito contingente (por exemplo, um derivado finan-
ceiro), com payoff da forma

Y= ®(S(T). (8.6)

Assume-se que este derivado financeiro pode ser negociado no mercado e que
o seu processo de preco é da forma:

I(t)=F(t8,), telo,T], (8.7)
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onde F' ¢ uma funcao diferencidvel de classe C12. Aplicando a férmula de
Ito a (8.20) e considerando (8.5), obtemos

oF oF 1

82
dF(t,S;) = ((% (t,S) +aSta (t,Sy) + —02538 > (t, St)) dt

(UstgF (t St)) th

Ou seja,

b OF

F(t,S;) = F(0,S0) —|—/ e (r,Sy) + AF (r,S,) | dr
0
! OF —
-+ /0 (O’Sra—aj (7“, ST>> dWT,
onde of o/
A (ha) = ax 2 () + 30%? 9 (1)

¢ o operador infinitesimal associado & difusao S; com EDE (8.5). Também
podemos escrever:

dIl (t) = ag (t) Idt + ox (t) IL,dW,, (8.8)
onde

( (t,S¢) + OéSt = (t,5) + l 025} ‘Zf;? (t, St))

aq (t) = F.5) ; (8.9)

O'St%—i (t, St>

on(t) = —% (t,5)

Consideramos uma carteira ou portfolio (ay, b;), onde:

® a; ¢ o nimero de acgoes ou unidades do activo com risco no portfolio
no instante t.

e b, &€ o nimero de obrigagoes (ou nimero de unidades do activo sem
risco) no instante ¢.

Se a; € negativo, entdo é porque temos posi¢ao curta em acgoes (acgdes
vendidas "a descoberto"). Se b; é negativo, entdo é porque temos posi¢ao
curta no activo sem risco. O valor da carteira no instante t é

vV (t) = atSt + stt-
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Supoe-se que a carteira é auto-financiada,.isto é, que
d‘/t = CLtdSt + btdBt.

Uma carteira auto-financiada é uma carteira para a qual a variacao do seu
valor é causada apenas pela variacao do preco dos activos. Também podemos
considerar uma carteira com outros dois activos: o activo com risco subja-
cente e o activo derivado. Sejam ug (t) e un (t) as quantidades relativas de
cada um destes activos na carteira (ug (t) +ug (¢) = 1). A dinamica do valor
desta carteira (que também se supGe auto-financiada) é dada por

dSt
s "

dll,

dVy = ug (t) Vi— T

u (t) Vi

Substituindo (8.5) e (8.8), obtemos

dViy = Vi [ug (t) o+ ugr (¢) agp (¢)] dt
+ V [us () 0 4 ur (t) on (8)] AW

8.6 Auséncia de arbitragem e equacao de Black-
Scholes

Vamos definir a carteira (ug (t) , ur (t)) de forma a que a parte estocdstica de
dV; seja nula. Sejam wug (t) , ur (t) solugoes do sistema de equagoes lineares

{ US()+UH():1
us (t) 0+ um (t) o (1) =

Este sistema tem a solucao:

. o1 (t)
us (t) = on(t) — o

Substituindo (8.10) nas expressoes, obtemos:

Sy (8, Sy)

S 2E (8, 8y) — F (t,S)
—F (t,5)

Sy 28 (t,8) — F (t,S)

ug (1) = (8.11)

ur (1) =

(8.12)
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Com esta carteira, temos (valor da carteira sem diferencial estocastico):
dVy = Vi Jus (t) a + un (t) o (t)] dt. (8.13)

Uma oportunidade de arbitragem num mercado financeiro é uma carteria
auto-financiada h tal que:

Vh(0) =0,
Vi(T) >0 gq.c.

Uma oportunidade de arbitragem é uma possibilidade de obter um lucro
positivo a partir do "nada'"com probabilidade 1.

O principio de auséncia de arbitragem diz basicamente o seguintes: dado
um derivado com prego II (¢), consideramos que II (¢) é tal que nao hé opor-
tunidades de arbitragem no mercado.

Proposicao 8.5 Se um portfolio autofinanciado h é tal que o valor do port-
folio tem dindmica
AV (t) =k (t) V" (t)dt,

onde k (t) é um processo adaptado, entao temos que ter k(t) = r para todo
o t, ou existirao oportunidades de arbitragem.

Para mais detalhes sobre o principio de auséncia de arbitragem, recomenda-
se a consulta de [1].
Pelo principio de auséncia de arbitragem temos, a partir de (8.13), que

us (t)a+un (t) an (t) =r (8.14)

Substituindo (8.9), (8.11) e (8.12) na condi¢do de nao arbitragem (8.14),
obtemos
OF OF 1 O*F

E (t, St) + TSta_x (t, St) —+ 5028152% (t, St) —rF (t, St) =0.

Além disso, é claro que na maturidade ou data de vencimento do derivado,
temos

1(T) = F(T,Sr) = ® (S (T)) (8.15)

Podemos portanto enunciar o teorema seguinte.

Teorema 8.6 (Eq. de Black-Scholes): Assuma que o mercado é especifi-
cado pelas eqs. (8.4)-(8.5) e que queremos avaliar um derivado com payoff
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da forma (8.6). Entao, a unica fun¢do de pre¢o da forma (8.20) que é con-
sistente com o principio de auséncia de arbitragem é a solugao F' do sequinte
problema de valores na fronteira, definido no dominio [0,T] x R*:

2
or (t,x) + r:z:a—F (t,x) + 10%28—}?

5 5 5 52 (t,x) —rF(t,x) =0, (8.16)

F(T,z)=®(x).

Note-se que para defuzir a Equacao de Black-Scholes (8.16), assumimos
que o preco do derivado é da forma II (t) = F' (¢, S;) e que existe um mer-
cado para o derivado. Acontece que para derivados negociados "over the
counter"(OTC), esse ndo é normalmente o caso. Para resolver este prob-
lema, veremos agora como deduzir a equacdo (8.16) sem considerar estas
hipéteses.

Considere-se a carteira (h° (), h* (t)) onde h° (t) é miimero de obrigagdes
(ou nimero de unidades do activo sem risco) e h* (t) é o nimero de acgdes
no instante ¢. O valor da carteira no instante ¢ é

VP (t) =% (t) By + h* () S,.
Supoe-se que a carteira é auto-financiada, isto é que

dV" = h° (t)dB, + h* (t) dS;.
Na forma integral, temos

t t
Vthzvo+/ h*(s)dSSJr/ 1o (s) dB,
0 0

=Vo+ /t (ah*(s) S5+ rh° (s) By)ds + o /t h*(s) SedW,.  (8.17)

Assuma-se que o direito contingente (ou derivado financeiro) tem payoff da
forma:
x=o(S(T7)). (8.18)

e ¢ replicdvel pelo portfolio h = (h° (), h* (t)). Isto é, assume-se V! = x =
® (S (T)) g.c. Entao, o unico processo de prego compativel com o principio
de auséncia de arbitragem é

I(t) =V} te[0,7]. (8.19)

Assumimos ainda que
Mt =V'=F(t,5S). (8.20)
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onde F' ¢ uma funcao diferencidvel de classe C12. Aplicando a férmula de
Ito a (8.20) e considerando (8.5), obtemos

OF OF

1 0*F
dF(t,S;) = <6t (t, Sy) +045ta (t, Sy) + 02536 = (t, St)) dt

(O'StgF (t St)) th

Ou seja,

L(OF

F(t.S) = F (0, 50)+/ (5,5, + AF (s,5,) ) ds
0
! OF —
+/O <0558_x<87 Ss)) dws, (8.21)
onde o2
of 29

Af(t,m):amax( )+— 2 e 5 (t,7)

é o gerador infinitesimal associado a difusao S; com EDE (8.5). Comparando
(8.17) e (8.21), temos que

oh* (s) Ss = Sg (s,Ss),
ah* (s) S, +rh®(s) By = ( Ss) + AF (s, ;).
Portanto
oF .
% (5755) =h (8>7
oF oF ;2 , O*F B
e (s,Ss) + TSS% (s,8s) + =0Si— 52 (s,8s) —TF (s,Ss) =0.

Temos entao:

e Uma carteira h com valor V;* = F (¢, S;), constituida & custa de activos
com risco de preco S; e de activos sem risco com prego B;.

e A carteira h replica em cada instante ¢ o direito contingente (ou derivado)

X- €
(1) =V =F(t,5).

e Em particular:

F(T,S7) =®(S(T)) = Payoff.
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A carteira deve ser continuamente actualizada com aquisigdo (ou venda)
de h* (t) shares do activo com risco e h° (t) unidades do activo sem risco,
onde

h* (t> = g_i (t> St) ’
B () = V=P ()8 _ F(tS) —h(6)S:

By By

A funcao de prego do derivado satisfaz a equagao diferencial parcial (equagao
de Black-Scholes)

2p
(t St) + 1023388 D) (t, St) —rF (t, St) =
Teorema 8.7 (Eq. de Black-Scholes): Assuma que o mercado é especificado
pelas eqs. (8.4)-(8.5) e que queremos avaliar um derivado com payoff da
forma (8.6). Entao, a unica funcao de preco que é consistente com o principio
de auséncia de arbitragem é a solucao F' do sequinte problema de valores na
fronteira, definido no dominio [0,T] x R :

OF oF
815 (t St) +7"Sta

2
oF + ma—F (t,z) + 10 z? 2 0°F (t,x) —rF(t,x) =0, (8.22)

— (2
gr L)ty 02
F(T,z)=®(x).
A equacao de Black-Scholes pode ser resolvida por via analitica ou por

via probabilista. Aplicando a férmula de Feynman-Kac, temos o seguinte
resultado.

Proposicao 8.8 (Férmula de Feynman-Kac): Assuma que F' é solug¢io do
problema de valores na fronteira

OF OF 1, P -

2
F(T,z)=®(x).

Assuma que o (s, X,) %€ (s, X,) é um processo em L* (i.e. Efo (% (s, X,) 0 (S,XS))2d8 <

o00). Entao
F(tz)=e T E, [®(Xr)],

onde X satisfaz

dXs = p (s, Xs)ds + o (s, Xs) dBs,
Xt = X.
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Aplicando a férmula de Feynman-Kac da proposi¢ao anterior a eq. (8.22),
obtemos:
F(t,z) =e"TIE, , [®(X7)], (8.24)

onde X é um processo estocastico com dinamica:

dX, = rX,ds + o X dW,, (8.25)
Xt = X.

Note-se que o processo X nao é o nosso processo S, pois o "drift"de X é
rX e nao aX. Ou seja, S tem como taxa local de rendibilidade o, enquanto
X tem como taxa local de rendibilidade a taxa de juro sem risco r. A ideia
agora é "passar"do processo X para o processo S aplicando o teorema de
Girsanov.

8.7 A medida de martingala e a avaliacao neu-
tra face ao risco

Denotemos por P a medida de probabilidade original (medida de probabili-
dade "objectiva). A dindmica-P do processo S é a dada em (8.5). Note-se
que (8.5) é equivalente a

a—T

dSt = TStdt + O'St ( dt + th)

o
— 1Sydt + 0S,d (ﬂt 4 Wt> .
o

N J/

W
Pelo Teorema de Girsanov, existe uma medida de probabilidade @) tal que

no espago de probabilidade (€2, Fr, @), o processo

a—r

Wt = t+Wt

o

¢ um movimento Browniano e S tem a dinamica (sob Q):
dSt = TStdt + O'Stth. (826)

Considere-se a notacao seguinte: FE denota o valor esperado sob a medida
original P, E% denota o valor esperado sob a nova medida @ (medida re-
sultante da aplicacdo do teorema de Girsanov), W; denota o movimento
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Browniano original (sob a medida P) e W; denota o movimento Browniano
sob a medida ().

Voltando a (8.24) e (8.25), tendo em conta que sob a medida () as equagoes
(8.25) e (8.26) s@o as mesmas, podemos representar a solucao da Equacgao de
Black-Scholes por

F(t,s) = e TV E [@(Sy)]

onde a dindmica de S sob a medida () é
dSt = TStdt + O'Stth.

Podemos enunciar finalmente o teorema que nos d4 uma férmula de avaliacao
do direito contingente em termos da nova medida Q).

Teorema 8.9 O preco (na auséncia de arbitragem) do direito contingente
®(Sr) € dado pela formula

F(t,S,) =e T YEZ [®(Sr)], (8.27)
onde a dindmica de S sob a medida () é
dSt = TStdt + O'Stth.

No modelo de Black-Scholes, o coeficiente de difusao o pode depender de
t e S - funcao o (t,S;) - os cdlculos seriam andlogos nessa situagao aos que
acabamos de efectuar.
A medida ) designa-se por medida equivalente de martingala. A razao
para esta terminologia tem a ver com o facto de que o processo descontado
5 St

Sy = —
")

ser uma @-martingala (martingala sob a medida Q). De facto,

~_St

1 _
S, = E =e S, =e "Syexp ((& - §a2> t+ aWt>

1
= Spexp (—§J2t + aWt)

é uma martingala.
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8.8 Formula de Black-Scholes

Calculando explicitamente o preco do derivado, temos

¢TI (t,5) = Ef [(Sr)]

st fo (e 1) o)

— E9 [CIJ (sez)] )

onde Z = (r — 302) (T — t)+o Wy — Wy) ~ N ((r — 26?) (T — 1) ,0* (T — 1)) .

2 2
Logo,
+oo

F(t,s)=e T / ® (se’) f (y) dy, (8.28)

—0o0
onde f é a densidade da v.a. gaussiana Z. A férmula integral (8.28), para
uma funcao ® dada, deve em geral ser calculada usando métodos numéricos.
Existem contudo alguns casos particulares em que (8.28) pode ser obtida de
forma analitica. Por exemplo, para uma opgao Europeia de compra (do tipo
"call") com payoff

®(r) = (z — K)" = max(z — K,0),

temos

“+oo

F(t,s)=e T / max (se! — K,0) f (y) dy

—0o0

+00
_ —r(T—t) y
e / (se" — K) f (y) dy

n(K/s)

e (s T ermay-x [ Fwdr) 29

n(K/s) In(K/s)
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e o primeiro integral pode ser calculado da seguinte forma:

+oo
[ erwa-
In(K/s)
el

+oo  XP <y - 202(T—1)
/1;1(K/s) o/ 2m (T —t)

oo  €XD <ZOQ(T_t)y_(y‘(T—502)(T—t))2)
d

202(T—t)

= Y
A(K/s) o/ 2m (T —t)
y— 7’+%a2 (T—¢) 2
+oo XD <_( <202(T)—t) ) )
. er(T—t)/
I§

n(F/s) o/ 2m (T —t)

—(r+i0?) ()" _ )
Mas ————exp | — (v=( +§ ) ¢ a funcao densidade de uma v.a.
o/ 2m(T—t) ( 202(T—1)

Z* com distribuicao N ((r + 302) (I' — t),0? (T' — t)) e portanto

/1 ) e'f (y)dy = e TIQ (Z* > In (K/s))

n(K/s)
R
R

=" TON[d, (t,5)],
onde N [z] é a func@o de distribuigdo cumulativa da distribuicao N (0,1) e
~ In(s/K)+ (r+10%) (T —t)
o/ (T —1t)

O segundo integral pode ser calculado da seguinte forma.

/1 T fW)dy=Q(Z > n(K/s)

n(K/s)

. <7> In (K/s) = (r — 30°) (T—t))

d1 (t, 8)
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onde N [z] é a func@o de distribuigdo cumulativa da distribuicao N (0,1) e

In(s/K)+ (r—30%) (T — 1)

da (t,s) = o/ (T —1)

Voltando a eq. (8.29), obtemos

F(ts)=e T (se" T DN [d; (t,5)] — KN [da (8, 5)])
=sNdy (t,8)] — e " T VKN [dy (t, )]

e esta é a conhecida Formula de Black-Scholes:
F(t,s) =sN|[dy (t,s)] — e "T"OKN [dy (t,5)].

Exercicio 8.10 Deduza a férmula de Black-Scholes a partir de (8.27) para
uma opgdo de venda europeia (ou opgao "put"com payoff ® (Sy) = max (K — Sr,0)).
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