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Variacdo quadratica do integral estocdstico indefinido

o Seja u € L?,T- Entdo

tj
n 1
Z /usds it /ugds,
J=1 ti—1

s [&

quando n — o0 e com t; :=
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Extensbes do integral estocdstico

o Pode substituir-se {F:} (filtragdo gerada pelo mov. Browniano) por
uma filtracdo maior H; tal que o mov. Browniano B; seja uma
‘H-martingala.

o Podemos substituir a condicdo 2) E [fOT ufdt} < 00. na definicdo de
Lg,T pela condicdo (mais fraca):
2') P [fOT u?dt < oo} = 1.

o Seja L, 7 o espago de processos que verifica a condi¢cdo 1 da def. de
Lg,T (i.e. u é mensuravel) e a condi¢do 2'). O integral estocastico
pode ser definido para processos u € L, 7, mas neste caso, em geral o
integral estocdstico ndo tem valor esperado zero nem se verifica a
isometria de [t6.
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Férmula de Itd6 unidimensional

o A férmula de It é uma versdo estocdstica da regra da cadeia.

o Exemplo:

t 1 1
/0 B.dB. = EBE -5t

t
szz/ B.dB; + t
0
d (Bf) = 2B.dB; + dt

o ~ (desenvolvimento de Taylor de B? como funcdo de B; e t e com a
< 2
convengdo (dB;)” = dt)
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Féormula de It6 unidimensional

o Se f é de classe C? vamos ter que

f (Bt) = integral estoc. indefinido+processo com trajec. diferencidveis

= processo de 1t

o Defina-se L; T COMo 0 espaco de processos v tais que
1) v é mensuravel

2") P [fOT|vt|dt< oo} = 1.
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Férmula de Itd6 unidimensional

o Um processo continuo e adaptado X = {X;,0 <t < T} diz-se um
processo de It6 se verifica:

t t
X, :xo+/ u5d35+/ veds, (1)
0 0

ondeuvecl,teve L;T.
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Féormula de It6 unidimensional

Teorema

(Formula de Ité unidim.): Seja X = {X;,0 <t < T} um processo de Itd
da forma (1). Seja f(t,x) uma funcdo de classe C'**>. Entdo o processo
Y: = f(t, X¢) é um processo de Ité e temos:

¢ 9F t 9F
f@XJzNQMﬂ+/——@XQ&+/——@}Q%&%
0o Ot 0 OXx

t of 1 [t 9%F

el L 2
- (s, Xs) vsds + 5 )y 32 (s, Xs) usds.
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o Na forma diferencial, a férmula de Ité fica:

of of
df(t, Xt) - a (t, Xt> dt ‘I‘ & (t, Xt) dXt
19°f

2

onde (dXt)2 é calculado usando a tabela de produtos:

X dBy dt
dB, dt O
dd 0 0
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o A férmula de 1t6 para f(t,x) e X; = B; ou seja Y; = f(t, By).

£ of t 3f
£(t. B,) = £(0,0) +/ e Bs)ds+/0 £ (s, B5) B,
t 92F

2 . aX2(55)d

of of
3 (t, By) dt + I (t, Bt) dB;

1 9°%f

df (t, B;) =
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o A férmula de 1t6 para f(x) e X; = B; ou seja Y; = f(B;).

of 1 0%f
5;(£%)d8t+-—
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A formula de 1t6 multidimensional

o Suponha que B; := (B,@l B2, ..., B,_f") é um movimento Browniano de
dimensdo m, ou seja, as componentes BX k=1,.. msio
movimentos Brownianos unidimensionais independentes.

o Considere um processo de [tdé de dimens3o n, definido por
t t t
X! :X01+/ u_l;ld351+---+/ ugmd3y+/ vids,
0 0 0

t t t
X? :X02+/ u§1d851+---+/ u_fmster/ v2ds,
0 0 0
t t t
X! :X0”+/ ugld351+-.-+/ ugmd35m+/ v ds.
0 0 0
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A formula de 1t6 multidimensional

o Em notacdo diferencial temos:
dX{ =Y u!dBl + v,dt,
j=1

comi/=12,...,n.
o Ou entdo:
dXt = UtdBt + tht,
onde v; é um processo n-dimensional, u; € uma matriz n X m de
processos.

o Assumimos que as componentes de u pertencem a L, 1 e as
componentes de v pertencem a L; T
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A formula de 1t6 multidimensional

o Nestas condicoes, se f : [O, T] x R" — IRP é de classe C!? ent3o
Y: = f(t, X;) € um processo de Itd e temos a férmula de Itd

of, .
dy} = a—:(t Xy) dt+Z a (t, X¢) dX!
1 & 0%,
— t, X dX'dXJ
2 ';1 aX,'aXJ ( t)
I,J=
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A formula de 1t6 multidimensional

o O produto dos diferenciais dXtidX{ é calculado de acordo com as
regras:

) 0 sei#j
/ /)
dBtdBt_{ it s i
dBldt =0,

(dt)* = 0.
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A formula de 1t6 multidimensional

o No caso particular de B; ser um mov. Browniano n-dimensional e
f:R" — R ser de classe C> com Y; = f(B;) entdo a férmula de It6

é

F(Be) = f(Bo) +2/ (B:) dBi + 2/ ( ’f (Bt)> ds
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Férmula de integracdo por partes

o Temos que

dXidX) = Z u e = [ut (ut)T} dt.

]

o Férmula de integracdo por partes: Se th e X,_? sdo processos de It6 e
Y, = X! X2, entdo pela férmula de It6 com f(x) = f(x1, x2) = x1x0,
temos

d (X} X7) = XZdX} + X}dX? + dX}dX?.

Ou seja:

t t t
XLX2 zxolx02+/ X_;%dxsl+/ XsldX52+/ dXldx?.
0 0 0
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Exemplo

o Considere o processo
2 2 "
Ve (BL) 4 (B2) 4+ (BY).

Represente este processo em termos de integrais estocasticos
relativamente ao mov. Browniano n-dimensional.

o Pela férmula de 1t6 multidimensional, com
f(x)=f(x1,%,...,Xa) = X + -+ x2 temos:

dY; = 2B}dB} +---+ 2B/ dB;

+ ndt.
ou seja:
t t
Yt:2/ BgdB§+---+2/ BIdB! + nt.
0 0
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Exercicio

t

o Seja B; := (Btl Bf) um movimento Browniano bidimensional.
Represente o processo

Y, = (B}t, (B2)? - B}BE)

como um processo de It0.
o Pela féormula de 1t6 multidimensional, com
f(t,x) =f(t,x,x) = (xt,x3 —x1x2), temos:

dy}! = Bldt + tdB!,
dY? = —B;dB} + (2Bf — B;) dB; + dt

ou seja:
t t
Y}:/ B_}ds+/ sdBL,
0 0

t t
Yl = —/ B§dB_}+/ (2BZ — B}) dBZ + t.
0 0
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|deia da demonstracdo da férmula de 1t6 unidimensional

t

o O processo

tof tof
Y, = f(O,X0)+/ —(s,Xs)ds—i—/ = (s, X,) usdBs
(/‘ X,) veds + = tan( X;) u2d
e (s, vsds + 5 W s, uzds.
é um processo de Ito.

o Assumimos que f e as suas derivadas parciais sdo limitadas (o caso
geral pode provar-se aproximando f e as suas derivadas parciais por
funcBes limitadas).

o Como sabemos, o integral estocdstico pode ser aproximado por uma
sucessdo de integrais estocdsticos de processos simples e portanto
podemos assumir que u e v sdo processos simples.
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o Dividindo o intervalo [0, t] em n sub-intervalos iguais temos:

f(t'Xt) - 0 XO Z tk+1rth+1) - f(tk'th>)'

o Pela férmula de Taylor:

of of
f(tk+]_,th+1) - f(tk,th) — g (tk,th)At+ & (tk,th)AXk
19%f
t5352 (tk, X, ) (AX)® + Qi

onde Qk é o resto ou erro da férmula de Taylor.
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o Temos também que

tk+1 tk+1
AXi = Xy — Xe, = /t vids+ [ u.dB,
k k

=v (tk) At + u (tk) ABy + Sg,

onde S, é o resto ou erro.

o Daqui, obtemos:

(AXi)? = (v (t)* (At)* + (u (t))? (ABk)*
+2v (tx) u (tx) AtABk + Py,

onde P, é o resto.
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o Substituindo estes termos, temos:

1 1
f(t,Xt>—f(0,X0> =h+b+hL5+=-L+-Ki+ K+ R,

2 2
onde
of
/]_ — ZE (tk th)At
k
of
l2 = ZE (tk th) 4 (tk) At
k
of
I3 = Z& (tk,th) u (tk) ABy,
k
821‘ 2 2
lh =) 55 (te Xe) (u(t))” (ABx)
k
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232 (10 Xe) (v (1)) (A

Z tk,th v (tx) u (ty) AtAB,
k

Z Qk+5k+Pk)
k
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o Quando n — o0, é simples mostrar que

tof
/ — (5, Xs) ds,
1—>/O o (s, Xs) ds

tof
b — /0 Ix (s, Xs) vsds,

£ f
l —>/0 2 (5, Xs) usdBs

o Como jd vimos antes (variagdo quadratica do movimento Browniano),

temos que
Y (ABk)® — t
k
pelo que
827‘
I — / ) ulds.
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o Por outro lado, temos também que

K1 — 0,
K2—>O.

o Também se pode mostrar (mas é mais dificil e mais técnico) que
R — 0.

o Conclusio: no limite obtemos a férmula de Ito.

(ISEG) Cap. 4.- A Férmula de It 25 /25



