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o Considere-se que a funcdo q(x) é continua e limitada inferiormente,
com g € C(R").

o Considere a equacdo diferencial parcial

a_F(t,X)+AF(t,x)—q(X)F(t,X) =0, (1)

Jt
F(T,x)=®(x)

com condi¢do terminal (em T).

o A EDP anterior também se pode escrever como (supondo n =1, para
simplificar a notacg3o)

P 1)+ bt 2 4 102 (1) or q(x)F(t,x) =0, (2)

ot ox 2 ox?
F(T,x)=®(x).
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Em vez de resolver a EDP analiticamente vamos tentar obter a
solucdo usando uma "férmula de representacdo estocdstica".

Suponhamos que existe uma solucdo F. Fixemos t e x e definamos o
processo X em [t, T] como a solu¢do da EDE

dXs = b (s, Xs) ds + (s, Xs) dBs,
Xt == X.

O operador infinitesimal associado a X é

0 1 d°
A=b(t,x) o+ ~o? (t, x x) 53

que é exactamente o operador que aparece na EDP (1) ou (2).
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Aplicando a férmula de It6 a

g (t, X¢) = exp ( fo ) F (t, X;) e integrando entre t e T,
temos:
exp ( /T (X)ds) F(T,X71) =exp <— /th(Xs)ds) F(t, X¢)+
+/ e~ ol ( (s, Xs) + AF (s, Xs) — q (Xs) F(s,Xs)) ds

—i—/t exp (—/0 q(Xr) dr) o (s, Xs) g_i (s, Xs) dBs.

Mas 9 (s, Xs) + AF (s, Xs) — q (Xs) F(s, Xs) = 0 e aplicando o
valor esperado (considerando o valor inicial X; = x), obtemos:

E. [exp (— /tT q(Xs) ds> F (T,XT)] — Ee, [F (8, X)),

supondo que o integral estocdstico estd bem definido e portanto o seu
valor esperado é zero.
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o Como, E; [exp( ft ) (T, X7) }

E: [exp( ITq )cb(x”)] e Ery [F (£, Xt)] = F (£, %),
temos

F(t.x) = Etx [exp (— /tT q (X&) ds) cp(x;'X)] ,

sendo esta a representacdo estocdstica da solugdo da EDP (1) ou (2).
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Férmula de Feynman-Kac 2

Proposicdo

Seja F so/ucao do problema (1) ou (2). Considere-se que
o (s, Xs) 9 (s, Xs) € um processo em L2, (ie

2
Efo [W (s, Xs) U(S,XS)] ds < o). Entdo

.
F (t,x) = E;« [exp <—/ q (X3) ds> CID(X%X)] :
t
onde X! satisfaz

dX; = b (s, X;) ds + o (s, Xs) dBs,
Xt = X.
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o Nota: Considerando que g(x) é continua e limitada inferiormente,
uma condicdo suficiente para que

T s oF 2 ,
E |, [exp (= Jo a(Xr)dr) SC (s, Xs) a(s,Xs)} ds < co é que a

derivada ?)_5 (s, x) tenha crescimento linear, i.e.

oF

S (50| < C+Ix)).
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