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Teorema de Girsanov - o que é7

o O teorema de Girsanov diz-nos, na sua versdo mais simples, que o
movimento Browniano com deriva: B; = B; + At, pode ser visto

como um movimento Browniano standard se mudarmos a medida de
probabilidade.

o Em termos mais gerais, o teorema de Girsanov diz-nos que se
mudarmos o coeficiente de deriva de um processo de It6 entdo a lei
do processo nao muda radicalmente..A lei do novo processo de It
serd absolutamente continua relativamente a lei do processo original e
podemos calcular explicitamente a derivada de Radon-Nikodym.
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Processos de Ito

o Seja L, 7 o espago de processos u.adaptados e progressivamente
mensuraveis tais que P [fOT u?dt < 00} = 1.

o Defina-se L; T como o espago de processos v adaptados e
: . T
progressivamente mensurdveis tais que P [fo |ve| dt < oo} = 1.

o Um processo continuo e adaptado X = {X;,0 <t < T} diz-se um
processo de It6 se verifica:

t t
X :x0+/ usst+/ veds, (1)
0 0

ondeu€l,revell

: A~ t . .
o Deriva do processo de It6: [, vsds ou mais simplesmente {v;} .
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Mudancas de medida de probabilidade

o Suponha que L > 0 é uma varidvel aleatéria de média 1 definida no
esp. de probab. (Q), F, P). Entéo

Q(A) = E[1aL]
define uma nova medida de probabilidade. E claro que

Q) =E[L =1.
o Q(A) = E[14L] é equivalente a

/lAdQ:/ 1,LdP.
(@) (@)

o Diz-se que L é a densidade de @ relativamente a P e escreve-se
d@
dP

o L também se diz a derivada de Radon-Nikodym de @ relativamente a

P.

L.
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Mudancas de medida de probabilidade

o O valor esperado de uma v.a. X definida no esp. de probab.
(Q), F, P) calcula-se pela férmula

Eo[X] = E[XL].

o A medida de probabilidade @ é absolutamente continua relativamente
a P, o que significa que

P(A) =0= Q(A) =0.
o Se a varidvel aleatéria L é estritamente positiva (L > 0), as

probabilidades P e @ sdo equivalentes (ou seja, mutuamente
absolutamente continuas), o que significa que

P(A) =0 <= Q(A) =0.
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Exemplo - versdo simples do Teorema de Girsanov

o Seja X uma v.a. com distribuicio N (m,(72). Existe uma medida de
probab. @ em relacdo a qual X tenha distribuicido N (0,(72)?

2
L= exp (_gx+i).

o Considere a v.a.

202

E facil verificar que E [L] = 1. Basta considerar a densidade da
distribuicdo normal N (m, 0?) e temos que

Foo m m? 1 (x —m)*
EL] = /_oo exp <—;X—|— 202) — 5 &P <_T dx

1 +o00 X2
= ———— | dx = 1.
o\ 27T /—oo =P ( 20‘2> x
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Exemplo - versdo simples do Teorema de Girsanov

o Suponha que a medida de probabilidade @ tem densidade L em
relacdo a P. Entdo, no espaco de probabilidade (Q), F, @), a v.a. X
tem a funcdo caracteristica:

Eo [eitX} _F {eith}

+o0 2 2
o/ 271 02 202 202

+o0 x2 212
= exp | it dx = e 2 .
(T\/27‘L’/ P ( 2 2)

o Conclusdo: X tem distribuicdo N (O, (72) - (para a forma geral da
funcdo caracteristica de uma distribuicido normal ver, por exemplo, o
apéndice do Oksendal sobre v.a. normais).
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Teorema de Girsanov - 12 versio

o Seja {B;,t € [0, T]} um mov. Browniano.

o Fixemos um nimero real A e consideremos a martingala:

/\2
Lt = exp ( /\Bt — 71‘.’) (2)

o Exercicio (TPC): Prove que o processo est. {L;,t € [0, T|} é uma
martingala positiva com esperanca 1 e que satisfaz a EDE:

t
[, =1 —/ AL.dB.
0
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Teorema de Girsanov - 12 versio

o Avaa. LT = exp (—)\BT — %2T) é uma densidade no espaco de

probabilidade (Q), Fr, P), pela qual se define a nova medida de
probabilidade:

Q(A) = E[14L7],
para qualquer A € Fr.
o Como {L;,t € [0, T]} é uma martingala, ento a v.a.
Ly = exp (—)\Bt — %2t> é uma densidade no espaco de probabilidade

(Q), F, P) e neste espaco a medida de probab. @ tem precisamente a
densidade L;.

o De facto, se A € F;, temos que:

Q(A) = E[14L7] = E[E[14L7|F]]
= E[17E[L7|F])] = E[1aL],

onde se aplicaram as propriedades da esperanca condicionada e a
propriedade de martingala de {L;,t € [0, T|}.
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Teorema de Girsanov - 12 versio

Teorema

(Teorema de Girsanov 1): No espaco de probab. (Q), Fr, Q), onde Q é
definida por Q (A) = E [14L71], o processo estocdstico

Et:Bt+At

é um movimento Browniano.
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Lema técnico

o Antes de provar o teorema de Girsanov, precisamos do seguinte Lema:

Lema
Suponha que X é uma v.a. real e que G é uma o-dlgebra tal que:

U20’

E [eiuX‘g] _ o

2

Entdo, a varidvel aleatéria X é independente da o-dlgebra G e tem uma
dist. normal N (0, 02).

Ver a demonstracdo do Lema no texto "Stochastic Calculus"de Nualart,
pags. 63-64.
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Demostracdo do teorema de Girsanov

Demonstrac3o.

E suficiente mostrar que em (), Fr, Q), o incremento B; — B., com
s <t < T, éindependente de Fs e tem distribuigdo normal N (0, t —s).
Tendo em conta o Lema anterior, isto é consequéncia da seguinte relacdo:

= 3 2

Eq [1ae"(BB)) = Q(A) e 5t (3)

para todo s < t, A € Fs e u € R. De facto, se (3) se verificar entdo, por
definicdo da esperanca condicionada e pelo Lema anterior, temos que

(Et — ES) é independente de F; e tem distribuicdo normal N (0, t — s).
S6 falta provar a igualdade (3). O

v
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Demostracdo do teorema de Girsanov

Demonstrac3o.

(continuagdo) Prova da igualdade (3):

EQ [lAeiu<Bt—Bs)} — E [lAeiu(Bt_Bs)Lt}
= E []_Aeiu(Br—Bs)+iuA(t—s)—A(Bt—Bs)—%(t_s) Ls]

= E[14L| E [eUU—A)(Bt—Bs)} iU (t—5)— % (t—5)

_ Q<A)e%(t—s)+iu)t(t—s)—%(t—s)

2

— Q(A)e_uT(t_s),

onde se usou a definicdo de Eg e de L;, a independéncia de (B; — Bs) de
Ls e A e a definicdo de Q. ]

v
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Teorema de Girsanov - 22 versio

Teorema

(Teorema de Girsanov Il): Seja {0;,t € [0, T|} um processo estocdstico
adaptado que satisfaz a condicdo de Novikov:

1 T
E [exp (—/ 9%dt>] < co. (4)
2 Jo
Ent3o, o processo estocdstico
. t
Bt = Bt ‘l—/ Qsds
0

é um movimento Browniano.relativamente a medida Q definida por
Q (A) =E [].ALT], onde

t 1t
L; = exp —/0 QSst_E/O O:ds | .
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o Note-se que L; satisfaz a EDE linear

t
L, =1 —/ 0.L.dB;.
0

o Para que o processo L; seja uma densidade é necessdrio que
E [L:] =1 e a condi¢cdo (4) é suficiente para garantir que E [L;] = 1.

o A 27 versdo do teorema de Girsanov generaliza a 19 versdo. Note-se
que com o 6; = A, voltamos a obter a 1¢ versdo do teorema de
Girsanov.
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