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 Vamos ver de novo o caso da 
combinação de dois activos com risco 
supondo que não são possíveis vendas a 
descoberto. 

 Vamos procurar identificar aquilo que se 
chama a fronteira das carteiras 
eficientes.





Empresas Retorno Esperado Desvio Padrão

Colonel Motors [C] 14% 6%

Separated Edison [S] 8% 3%







Table  5-1 The expected Return and Standard Deviation of a 
Portfolio of Colonel Motors and Separated Edison When r = +1 









Table 5-2 The expected Return and Standard Deviation of a Portfolio 
of Colonel Motors and Separated Edison When r = –1





FIGURE 5-3 Relationship between expected return and standard 
deviation for various correlation coefficients.





Table 5-3 The Expected Return and Standard Deviation for a 
Portfolio of Colonel Motors and Separated Edison with r = 0



Figure 5-4 Relationship between expected return and standard 
deviation when r = 0.



Table 5-4 The expected Return and Standard Deviation of a Portfolio 
of Colonel Motors and Separated Edison When r = 0.5



FIGURE 5-5 Relationship between expected return and standard 
deviation of return for various correlation coefficients.
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FIGURE 5-6 Various possible relationships for expected return and 
standard deviation when the minimum variance portfolio and Colonel 

Motors are combined.



FIGURE 5-6 (continued)



FIGURE 5-7 Various possible relationships between expected return 
and standard deviation of return when the minimum variance 

portfolio is combined with portfolio S.





FIGURE 5-8 Risk and return possibilities for various assets and 
portfolios.



FIGURE 5-9 The efficient frontier.



FIGURE 5-10 An impossible shape for the efficient frontier.



 Introdução das vendas a descoberto no 

nosso exemplo anterior com dois activos. 



Table 5-5 The Expected Return and Standard Deviation When Short 
Sales Are Allowed



FIGURE 5-11 Expected return standard deviation combinations of 
Colonel Motors and Separated Edison when short sales are allowed.



FIGURE 5-13 Expected return and risk when the risk-free rate is 
mixed with portfolio A.







FIGURE 5-14 Combinations of the riskless asset and various risky 
portfolios.



FIGURE 5-15 The efficient frontier with lending but not borrowing 
at the riskless rate.



FIGURE 5-16 The efficient frontier with riskless lending and 
borrowing at different rates.



Table 5-6 Returns with No Inflation Adjustment



Table 5-7 Returns After Adjusting for Inflation



Table 5-8 Risk and Return Over Different Horizons



Table 5-9 Correlation over Different Horizons



Table 5-10 The Effect of Time Horizon on Risk

Elton, Gruber, Brown, and Goetzman: Modern Portfolio Theory and Investment Analysis, Sixth Edition © John 
Wiley & Sons, Inc.



Table 5-11 Correlations over Different Time Horizons



FIGURE 5-17 The efficient frontier.



FIGURE 5-18 The efficient frontier.

Elton, Gruber, Brown, and Goetzman: Modern Portfolio Theory and Investment Analysis, Sixth Edition © John 
Wiley & Sons, Inc.



FIGURE 5-19 Combinations of bonds, domestic stocks, and 
international stocks.



Principais tipos de ordem

 Ordem de mercado comum (compra e 

venda).

 Ordem de limite de posição (limit order).

 Venda a descoberto (short sale).

 Ordem de cancelamento (stop order).



 Técnicas para identificar a fronteira 

eficiente. 



Vamos ver três alternativas 

 1- Que as vendas a descoberto são permitidas, e que é 

possível emprestar e pedir emprestado à taxa de juro sem 

risco. 

 2- Que as vendas a descoberto não são permitidas, mas é 

possível emprestar e pedir emprestado à taxa de juro sem 

risco. 

 3- Que não são permitidas vendas a descoberto nem utilizar a 

taxa de juro sem risco. 

 4- Que as vendas a descoberto são permitidas, e é possível 

emprestar ou pedir emprestado à taxa de juro sem risco, mas 

existem restrições quanto a dividendos. 



1- Que as vendas a descoberto são 

permitidas, e que é possível 

emprestar e pedir emprestado à 

taxa de juro sem risco.



FIGURE 6-1 Combinations of the riskless asset in a risky portfolio.

















FIGURE 6-3 Tangency portfolios for different riskless rates.



2- Que as vendas a descoberto 

não são permitidas, mas é 

possível emprestar e pedir 

emprestado à taxa de juro sem 

risco. 





3- Que as vendas a descoberto 

não são permitidas, nem é possível 

emprestar ou pedir emprestado à 

taxa de juro sem risco. 





4- Que as vendas a descoberto são 

permitidas, e é possível emprestar 

ou pedir emprestado à taxa de juro 

sem risco, mas existem restrições 

quanto a dividendos.





Table 6-1 Input Data for Asset Allocation





FIGURE 6-4 The efficient frontier with riskless lending and 
borrowing and short sales allowed.



Table 6-2 Proportions Invested When Short Sales Not Allowed





FIGURE 6-5 The efficient frontier with no riskless lending and 
borrowing and no short sales.



FIGURE 6-6 The minimum variance frontier.



 Identificação da estrutura de 

correlação dos rendimentos dos 

títulos financeiros. 





Single Index Model







Propriedades esperadas



Como



Então



Como 



Então









Características do single 

index model

Onde:



Do mesmo modo:

Onde:





Estimação dos Betas



Tal como vimos:







Supondo que n=60 (isto é 

60 períodos).





Precisão das estimativas de 

Beta.



Alterações e 

ajustamentos do Beta ao 

longo do tempo. 





Blume et al estudaram um modelo 

que relaciona os betas destes dois 

períodos. Os seus resultados foram





Modelo alternativo em Vasicek’s 

para ajustar o Beta em relação 

ao Beta médio



Correcção do Beta de 

acordo com as variáveis 

financeiras da empresa.





 Modelo de índices múltiplos.







Retorno Esperado



Variância do retorno



Covariância do retorno 

entre rendimentos.



 Exemplo modelo da indústria que 

pressupões que o rendimento do título 

pode ser afectado pelo rendimento do 

mercado e pelo rendimento de industrias 

distintas. 





 Para uma empresa i na industria j a 

equação do retorno seria:



 Modelos mistos.

 a) Fama and French 

 b) Chen, Roll and Ross



a) Fama and French 

SMB é a diferença entre o portfólio das 

pequenas e grandes (big) empresas.

HML é a diferença entre o portfolio das 

empresas com market to book elevado (high) e 

as empresas com market to book baixo (low)



b) Chen, Roll and Ross



Exemplo de outros possíveis 

factores

 Crescimento económico

 Fase do ciclo de negócio

 Crescimento na indústria

 Taxa de câmbio face a outras divisas. 

 Etc.



 Técnicas que simplificam o calculo da 

fronteira eficiente 



 O cálculo da fronteira eficiente seria 

simplificado se existisse um número 

concreto C que definisse se seria 

desejável incluir ou não um título no 

portfólio. 



 Sabendo o excesso de rendimento de 

um título como uma proporção do beta:

 O que haveria a fazer era:







 E como encontrar este ponto C*?



 P = carteira óptima, 

 e = error term, 

 i (ou j) é o título. 

 O Beta de i e P = é a variação esperada 

no retorno do título que está associada 

com a variação  de 1% no valor carteira 

óptima. 















 C*= C(4) = 5.45     





 Falta contudo ainda definir qual a 

proporção do peso de cada título na 

carteira eficiente. 
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 Outro exemplo









 Onde P é a carteira óptima, e é o error 

term, i (ou j) é o título. O Beta de i e P é a 

variação esperada no retorno do título 

associada com a variação  de 1% na 

carteira óptima. 







Supor que encontramos o 

seguinte ponto critico. 













 Como escolher o perfil de investimento?



 Como escolher o perfil de investimento?



 A análise neoclássica da teoria da 

utilidade



 Introdução às funções de preferencia.



Table 10-1 Two Alternative Investments





 Aplicando o cálculo à equipa dos 

Islanders:

 U= 40*2 + 20*1 + 10 * 0 = 100

 Para os Flyers:

 U = 45 * 2 + 5 *1 +  20 * 0 = 95







 Supor a seguinte função de utilidade:

 U(W)=4W-(1/10)W^2







 Propriedades económicas das funções 

de utilidade



Pressupostos:

 1- Comparabilidade.

 2- Transitividade.

 3- Independência.

 4- Valores de equivalência exactos. 





 Primeira derivada > 0

 Segunda derivada define o perfil de risco 

do investidor. 














