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Definition
Seja X = (X(t);t > 0) um processo estocastico. Diz-se que X tem
incrementos independentes se para cada n € N e para cada sucessao
0<ti<th<...<thy1 <oo,asva. (X(fr1)—X(t);1<j<n)séao
independentes e diz-se que X tem incrementos estacionarios se

d
X(t41) = X(t) = X(f1 — t) — X(0).

Definition
X € um processo de Lévy se

(1) X(0) =0 (g.c.),
(2) X tem incrementos independentes e estacionarios,
(3) X é estocasticamente continuo, i.e. paraqg. ¢ >0eqqg.t > 0,

imP (X (s) = X (t)| > £) = 0,
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Processos de Lévy

Poocessos de Lévy

@ Condicdes (1) e (2) implicam que (3) é equivalente a
limP(|X(s)| >¢)=0.
s\.0

o As trajectérias de X s&o as aplicagdest — X (t) (w) de Rt to RY para
cada w € Q.

Proposition

Se X é um processo de Lévy entédo X (t) é infinitamente divisivel para cada
t >0.

Proof: Paracadan e N, X (t) = YV (t) + --- + Y"(t), onde
Yj(”)(t) =X (%) — X (@) Pela cond. (2), estes Yj(”)(t)’s sdo v.a. iid e
portanto X (t) é infinitamente divisivel.
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Theorem
Se X é um processo de Lévy, entdo

para cada u € RY, onde n é o expoente caracteristico (ou simbolo de Lévy)
de X (1).

Dem: Defina-se ¢, (t) = ¢x) (u). Entdo, pela cond. (2), ¢, (t +s) =

E [ei(u,x(t+s)—x(s)+x(s))} —E [ei(u,x(tJrs)—X(s))] E [ei(u,x(s))] = ¢y (1) by ().

Por outro lado, pela cond. (1), ¢, (0) = 1. A aplicagdot — ¢, (t) é claramente
continua

A Unica funcéo continua a satisfazer estas condi¢des é da forma

¢u (t) — eta(u)_

Mas X (1) é também inf. divisivel e portanto ¢, (t) = e e o/ (u) = 1 (u).W
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Formula de L-K para processos de Levy

o Exercicio: Prove que se X é estocasticamente continuo, entdo a
aplicacdo t — ¢x () (u) € continua para cada u € RY (Sugestio: ver
Applebaum, pag. 43-44).

@ Formula de L-K para processo de Lévy X = (X(t);t > 0):
_ E [eiwxmn] = | 1
dxy (u) =E [e } =expt |(b,u)—§(u,Au)qL
s [ 1 0 B ()] u(dx)] } Y
Rd—{0} -

t >0,ucRY. (b,A v)sio as caracteristicas de X (1).

o Exercicio: Mostre que se X e Y sdo estocast. continuos entdo X + Y
também é. (Sug.: use a desigualdade elementar
P(A+B|>C)<P(|A|>%)+P(|B|>%)comAeBva)
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Processos de Lévy

Mov. Browniano

@ Um mov. Browniano em R é um processo de Lévy B para o qual
(1) B(t) ~ N (0,tl).
(2) B tem trajectorias continuas.

@ De (1) obtemos
1
dago (W) = exp { -5t uf* |

@ Principais propriedades (com d = 1):
@ As trajectdrias sao localmente Holder continuas de grau o para qualquer
atalque 0 < a<3:

B (t) (w) =B (s) (w)| <K (T,w)[t —s|%,

se0<s<t<T.
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Mov. Browniano

@ As trajectoriast — B (t) (w) néo séo diferenciaveis em nenhum ponto,
quase certamente.

@ Para qualquer sucessao (t,,n € N) with t, " oo, temos

liminfB (t,) = —c© a.s.,

n—oo
limsupB (t,) = +oc0  a.s.
n—oo
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Mov. Browniano

o Trajectoria simulada de mov. Browniano:
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Mov. Browniano com drift

o Dada uma matriz simétrica A, definida positiva e de dim d x d matrix,
seja o a raiz quadrada de A (no sentido: oo’ = A) com ¢ uma matriz
d x m.Sejab € RY e B um mov. Browniano standard em R™.

@ O processo
C(t) =bt+ 0B (t) (2)
€ um processo de Lévy que satisfaz C (t) ~ N (tb,tA).C é um processo
Gaussiano.

@ O processo C diz-se um mov. Browniano com deriva ("drift"). O expoente
caracteristico ou simbolo de Lévy de C é

e (u):i(b,u)—%(u,Au).

@ Um processo de Lévy tem trajectérias continuas se e soO se € da forma

(2).
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Processo de Poisson

@ N (t) ~ Po (At) € um processo com valores em Np:

P[N(t)=n] = ():!) e .

o Definam-se as v.a. ndo negativas {T (n),n € Ny} (tempos de espera),
T(0)=0,
T(n)=inf{t >0:N(t) =n}.
As v.a. T (n) tém uma distribuicdo gamma e os tempos entre chegadas
T(n)—T (n—1) sdo iid com distribuicdo exponencial (com média 1/)).

o Processo de Poisson compensado: N = (N (t),t > O) onde

~

N (t) = N (t) — \t. Nota: E [N (t)} —0eE {(N (t))2] — At
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Processo de Poisson

10

Mumber

Time
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Processo de Poisson Composto

o Sucessdo de v.a. {Z (n),n € N} com valores em RY e distribuicdo .
Seja N um processo de Poisson com intensidade A e independente dos
Z (n) s.

@ Processo de Poisson composto:

N(t)
Y () =3z ().

ey (1) ~ (A, iz).
@ O expoente caracteristico €

v () = [ (%9~ 1) ez (e0)

o As trajectdrias de Y sao seccionalmente constantes com saltos em
T (n), mas as amplitudes dos saltos séo aleatorias e a amplitude do salto
em T (n) pode ser qualquer valor no contradominio de Z (n).
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Processo de Poisson Composto

Path

o 10 20 30
Time

Figure 3. Simulation of a compound Poisson process with N (0, 1)
summands(A = 1).
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Processos entrelacados

@ Seja C um processo de Lévy Gaussiano e Y um processo de Poisson
composto (independente de C). Defina

X (t) = C(t) + Y (t).

@ X é um proc. de Lévy com expoente de Lévy caracteristico

X (u):i(m,u)—%(u,Au)Jr/ (eiw)—l) Apz (dx).

Rd
o Seja T, o instante do salto n. Entdo temos (processo entrelacado):

( C(t) forO<t < Ty,
X (T]_—) +Z, fort =Ty,
X(t): < X(Tl)—l—C(t)—C(Tl) fOI'T]_ <t <T2,
X (Tz—) + Z, fort =Ty,

etc...
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Processos de Lévy estaveis

@ Um processo de Lévy estavel € um processo X com expoente
caracteristico (c >0, -1 < 5 <1ep € R)(cada X (t) é v.a. estavel):

Theorem

@ quando a = 2,

: 1
nx (U) =ipu — Egzuz;

@ quando o # 1,2

nx (U) = ipu — o |ul® [1 —iBsgn (u)tan (%)}

@ quando o = 1,

i (U) = it — o |ul [1+w§sgn(u)log(\u|>]
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Processos de Lévy estaveis

o Caso importante (processos de Lévy estaveis rotacionalmente
invariantes):
nx (U) = —c*|ul*, O0<a<2

o Porque sé&o importantes? sao auto-semelhantes!

@Y = (Y (t),t > 0) diz-se auto-semelhante com indice de HurstH > O se
(Y (at),t > 0) e (a™Y (t),t > 0) ttm as mesmas distribui¢des de
dimenséao finita para qualquer a > 0.

o Examinando as fun¢des caracteristicas, pode-se provar que um
processo de Lévy estavel rotacionalmente invariante é auto-semelhante
comH =1/a.

o Pode-se provar que um processo de Lévy X é auto-semelhante se e sO
se cada X (t) € estritamente estavel.
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Subordinadores

@ Um subordinador € um processo de Lévy unidimensional que é
crescente g.c.

@ Subordinador~ modelo ateatério da evolucdo temporal. Se
T = (T (t),t > 0) éum subordinadorentdo T(t) > 0q.c.e T (t1) < T (t2)
g.c. set; <t.

Theorem
Se T é um subordinador entdo o seu expoente caracteristico tem a forma

) =i+ [ (e - 1)), ©
(0,00)

onde b > 0, e a medida de Lévy )\ satisfaz: A (—o00,0) =0e

Ji0.00) X A1) A(dX) < o0

Reciprocamente, qualquer aplicacdo n : R — C da forma (3) é a expoente

caracteristica de um subordinador.

@ (b, \) dizem-se as caracteristicas do subordinador T.
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Subordinadores

o Paracadat > 0, a aplicagdo u — E [e“T®] pode ser analiticamente
continuada para a regido {iu,u > 0} e obtemos (transformada de
Laplace da distribuicdo):

E [e—uT(t)] _ e te(u),

onde

w(u):—n(iu):bu+/ (1—e ™) A(dx). (4)

(0,00)

@ 1 diz-se o expoente de Laplace da distribuicéo.
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Subordinadores - Poisson

@ Processos de Poisson sao subordinadores

@ Processos de Poisson compostos sao subordinadores se e sO se as
Z (n)’s s&o v.a. positivas.
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Subordinadores estaveis

@ Pode-se provar (usando o calculo integral usual) que (se0 < a<1le

u>0)
o o e X dx
- _r(1—a)/0 (1-e™) s

@ Por (4) e considerando as caracteristicas de proc. de Lévy estaveis,
temos que existe um subordinador a-estavel com expoente de Laplace

1 (U) = u® e as caracteristicas de T séo (0, \) com A (dx) = ey Xg%

@ Quando continuamos analiticamente este expoente para obter o
expoente caract. de Lévy, obtemos que 41 =0,5=1e ¢* = cos(an/2).

o Exercicio: Mostre que existe um subordinador a-estavel com expoente
de Laplace ) (u) = u® e as caracterist. de T séo (0, A\) com
A(dX) = 72— X

Fd—a) xira -
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Subordinador de Lévy

@ O subordinador (% -estavel tem densidade da pela distribuicdo de Lévy
t2

(compy=0eo0=3):

fray (s) = (zt—\/%> S72 exp (;—t:> .

o E possivel mostrar que (embora ndo seja imediato)

E [e_”T(‘)} :/ e " (s)ds = e 7.
0

o Este subordinador pode ser representado por um tempo de chegada
("hitting time") do mov. Brown.:

T(t):inf{s>O:B(s):%}. (5)
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Subordinador Gaussiano inverso

@ Podemos generalizar o subordinador de Lévy substituindo o mov. Brown.
no tempo de chegada por um proc. Gaussiano: C(t) =B(t) + uteo
subordinador Gaussiano inverso é

Ts(t) =inf{s > 0:C(s) = it}

onde § > 0.

o Nota: t — T;(t) € a inversa generalizada de um proc. Gaussiano, no
sentido em que o proc. Gaussiano descreve o mov. Brown. num instante
fixo e o inverso descreve a distribuicdo do tempo que um Browniano com
drift leva a atingir um nivel fixo.
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Subordinador Gaussiano inverso

@ Usando a teoria de martingalas, é possivel mostrar que se t,u > 0, entao

E [e_“Té(t)] — exp (—t6\/2u 4 p2 — u)
e T(t) tem densidade

ot 3 1 _
from (S) = \/7@““5_g exp [—5 (t?6°s™ + uzs)] ,

paras,t > 0.

© Em geral, uma v.a. com densidade fr; (1) diz-se uma Gaussiana inversa e
é representada por 1G(J, )
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Subordinador Gama

@ Seja T (t) um processo Gama com parametros a,b > 0 tal que T (t) tem
densidade

fr (X) = b—atxat_le_bx X >0
TO ™ T (at) e

o Pode-se mostrar que

/OOO e fr (X) dx = (1 + %)_at — exp (—talog (1 + %))
= exp (—t /OO (1—-e™) ax_le_bxdx) .
0

@ Portanto, por (4), T(t) € um subordinadorcomb =0e
A (dx) = axte~PXdx
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Simulacao de subordinador Gama

N _r__l
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o Aplicacdo importante dos subordinadores: transformacgdes temporais!

@ Seja X um proc. de Léevy e T um subordinador independente de X. Seja

Z(t) = X(T(1)).

Theorem
Z € um processo de Lévy

Dem: ver Applebaum, pag. 56-58

Proposition

nz = =1 o (—nx).

o
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TransformacoOes temporais

Proof: Seja pr) a distribuicdo associada ao subordinador T (t). Entéo
E [etnza)(u)} _E (ei(u,zm)) _E (ei(u,xmt))))
_ / E (ei(u,X(T(s)))) or o (ds)

= / e Wpy ) (ds)
_E [e—(—nx(u))T(t)}

_ ot (—mx(u) -
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Mov. Browniano e mov. (2 alfa)-estavel

@ Seja T um subordinador a-estavel (com 0 < a < 1) e X um Browniano
com covariancia A = 21, independente de T. Entdo

Yr(s) =5 nx (u) = —|uf*

e, pela proposicéao,
nz (u) = —|u*
Z € um processo 2a-estavel.
@ Sed=1eT ¢é o subordinador de Lévy, entdo Z € o processo de
Cauchy e cada Z (t) tem uma distribuicdo de Cauchy simétrica com
p=0eoc=1.

@ Além disso, por (5), o processo de Cauchy pode ser construido a partir
de 2 Brownianos independentes.

Jodo Guerra (CEMAPRE and ISEG, UTL) Processos de Lévy October 15, 2014 27132



Processos de Lévy

O processo "variance-gamma"

@ SejaZ(t) =B(T(t)),onde T é subordinador Gama e B € mov.
Browniano. Entéo, o proc. de Lévy Z chama-se proc. "variance-gamma”

@ substituimos a variancia de B por v.a. Gama.
o Entéo:

. u2 —at
bz (U) =E [e“'z(t)} = (1+ %> :

onde a e b sédo os parametros do proc. Gama.
o Exercicio: prove este resultado.
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O processo "variance-gamma"

@ Manipulando funcdes caracteristicas, pode-se mostrar que:
Z(t) = G(t) — L(t)

onde G e L séo subordinadores gama independentes com parametros
Vv2b e a (diferenca de "ganhos"e "perdas"independentes).
o Partindo desta representacéo, pode-se mostrar que Z(t) tem a
densidade de Lévy:
a _
9. (9= (€2 X(0.0)(X) + €7V x (0,00 (X)),
a> 0.
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Modelo CGMY

@ O modelo CGMY (Carr, Geman, Madan, Yor) € uma generalizacao do
"variance -gamma", com densidade de Lévy:

a _
—— (€"7X(—00.0)(X) + € X(0,00) (X))

gv (X) =
X

a>0,0§a<2, bl,bzzo.

@ Quando b; = b, = 0, obtemos processos de Lévy estaveis.
@ A exponencial atenua efeitos dos saltos grandes.
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Processo Gaussiano normal inverso (NIG)

@ SejaZ(t) =C(T(t)) + put com C(t) = B(t) + St e T um subordinador
Gaussiano inverso. Seja « tal que o > 32. Entdo Z depende de 4
parametros e tem funcéo caracteristica (6 > 0):

2 (o, 8,0, 1) (u) = exp lét <\/042f52 — \/042 —(B+ iu)2> + iutu]

@ Z(t) tem densidade

X — pt -t X — pt
fZ(t) (X) =C (Ck,ﬁ, 5,M;t)q ( 5t ) Kl (51:&(1 ( 5 )) e5X7

onde g (x) = V1+x2, C (o, 8,0, ;1) = 7 taed Ve = =fut e K; é uma
funcdo de Bessel do 3° tipo.
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