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Introdução ao modelo

Vimos que a econometria estuda E (Y |x).

De uma forma mais geral, vamos estudar a análise de
regressão.

Regressão: A regressão de Y em X é qualquer
caracteŕıstica da distribuição condicionada f (y |x)
expressa como função de x .
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Introdução ao modelo

Frequentemente o termo regressão é incorrectamente
usado para designar outras coisas.

Podeŕıamos estar interessados noutras medidas de
localização, por exemplo a mediana.

Nesta disciplina vamos estudar essencialmente o valor
esperado condicionado.
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Escolha do valor esperado condicionado

Porquê? Porque E (Y |x) é a função de x que minimiza

E
[
(Y − h (x))2

]
.

(A mediana minimiza E [|Y − h (x)|], e podem usar-se
funções perca não simétricas.)

Vamos começar por considerar o caso em que x é
univariado (isto é útil pois permite usar gráficos para
ilustrar o estudo).
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Definição do modelo

Temos que definir 3 coisas:

1. A forma de E (Y |x) (vamos assumir linearidade)

2. Como tratar o efeito das restantes variáveis em Y

3. Como fazer análise ceteris paribus
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Definição do modelo

O nosso ponto de partida é:

E (Y |x) = β0 + β1x

Y = β0 + β1x + u

Exemplo: Salário em função da educação

Lic. Economia e Finanças Estat́ıstica II 1o Sem. 2015/2016



Estat́ıstica II
1o Sem.

2015/2016

Lic.
Economia e

Finanças

Regressão
Linear
Simples

Introdução

Estimação
OLS

Propriedades
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Propriedades de Y − E (Y |x) = u

Propriedades

1. E (u|x) = 0

2. E (u) = 0

3. Var (u|x) = σ2
Y |x

4. Cov (u, x) = 0

5. Cov (u, g (x)) = 0

Só os desvios entre Y e E (Y |x) gozam da propriedade 5.
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Observações

No caso do valor esperado condicional é posśıvel fazer
inferência ceteris paribus pois é posśıvel considerar
variações de x com u constante.

O problema é que a economia nem sempre está interessada
nos parâmetros de valores esperados condicionais, ou pelo
menos daqueles que podemos estimar.
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Hipóteses do modelo

SLR.1: Modelo linear nos parâmetros
Y = β0 + β1x + u

SLR.2: Amostra casual simples {(yi , xi ) : i = 1 . . . n}
yi = β0 + β1xi + ui

SLR.3: Variação amostral: xi não é constante na amostra

SLR.4: Erros não correlacionados com x : E (u|x) = 0

SLR.5: Homocedasticidade: Var (u|x) = σ2 constante
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Estimação OLS

Note-se que E (u) = 0 e que Cov (u, x) = E (xu) = 0

Aplicando o método dos momentos:

1

n

∑(
yi − β̂0 − β̂1xi

)
= 0

1

n

∑(
yi − β̂0 − β̂1xi

)
xi = 0
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Estimação OLS

Da primeira equação tira-se

ȳ = β̂0 + β̂1x̄

β̂0 = ȳ − β̂1x̄
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Estimação OLS

Substituindo

1

n

∑(
yi −

(
ȳ − β̂1x̄

)
− β̂1xi

)
xi = 0

1

n

∑
(yi − ȳ) xi =

1

n

∑
β̂1 (xi − x̄) xi

β̂1 =

∑
(yi − ȳ) xi∑
(xi − x̄)2

=

∑
(yi − ȳ) (xi − x̄)∑

(xi − x̄)2

Isto é a covariância amostral de y e x a dividir pela
variância amostral de x (necessariamente positiva).
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Estimação OLS

Valores ajustados (ou previstos) de y são dados por:

ŷ = β̂0 + β̂1xi

que se designa por recta de regressão.

Dado o y “chapéu”, podem calcular-se os reśıduos

ûi = yi − ŷi = yi −
(
β̂0 + β̂1xi

)
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Estimação OLS

Considere-se a soma dos quadrados dos reśıduos

SSR =
∑(

yi − β̂0 − β̂1xi

)2

As estimativas dos ḿınimos quadrados β̂0 e β̂1 minimizam
a SSR.
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Estimação OLS

Para ver isso, considere-se

SSR =
∑(

yi − β̂0 − β̂1xi

)2

∂SSR

∂β̂0

= −2
∑(

yi − β̂0 − β̂1xi

)
= 0

∂SSR

∂β̂1

= −2
∑(

yi − β̂0 − β̂1xi

)
xi = 0

A condição de segunda ordem está no livro.
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Propriedades algébricas do OLS

Propriedades:

1.
1

n

∑
ûi = 0

2.
1

n

∑
xi ûi = 0

3. ȳ = β̂0 + β̂1x̄

4. ¯̂y = ȳ

5.
1

n

∑
ŷi ûi = 0
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Observação importante

Notando que yi = ŷi + ûi , esta última propriedade:

1

n

∑
ŷi ûi = 0

implica que o método dos ḿınimos quadrados decompõe a yi
em duas partes que são ortogonais na amostra.
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Propriedades algébricas do OLS

Considerem-se as seguintes quantidades:

SST =
∑

(yi − ȳ)2

SSE =
∑

(ŷi − ȳ)2

SSR =
∑

û2
i

É posśıvel provar que SST = SSE + SSR
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Propriedades algébricas do OLS

SST =
∑

(yi − ȳ)2 =
∑

[(yi − ŷi ) + (ŷi − ȳ)]2

=
∑

[ûi + (ŷi − ȳ)]2

=
∑

û2
i + 2

∑
ûi (ŷi − ȳ) +

∑
(ŷi − ȳ)2

= SSR + 2
∑

ûi (ŷi − ȳ) + SSE

Pelas propriedades 1 e 5 é fácil ver que
∑

ûi (ŷi − ȳ) = 0, pelo
que SST = SSE + SSR.
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Propriedades algébricas do OLS

Esta decomposição permite avaliar a “qualidade do
ajustamento”:

R2 =
SSE

SST
= 1− SSR

SST

0 ≤ R2 ≤ 1

No modelo de regressão simples R2 = ρ2
y ,x .
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Propriedades algébricas do OLS

O que se passa se alterarmos as unidades de medida das
variáveis?

Y = β0 + β1
α (αx) + u

αY = αβ0 + αβ1x + αu

αY + θ = (αβ0 + θ) + αβ1x + αu

Em qualquer destes casos o R2 não se altera.
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Não-linearidades

Aparentemente, modelos do tipo

Y = β0 + β1x + u

só permitem descrever relações lineares.

Felizmente, não é assim!
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Não-linearidades

Por exemplo, o modelo

wage = β0 + β1edu + u

implica que cada ano adicional de escolaridade tem o
mesmo impacto no salário.

Isto é pouco realista!

Felizmente, o modelo tem que ser linear nos parâmetros
mas não nas variáveis.
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Não-linearidades

Considere-se o modelo alternativo

ln (wage) = β0 + β1edu + u

Agora

∆edu = 1 =⇒ ∆ ln (wage) = β1

Como ∆ ln (wage) ' ∆wage
wage este modelo implica que cada

ano adicional de escolaridade tem o mesmo impacto
percentual no salário.
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Exemplo 2.10
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Não-linearidades

Considere-se agora uma função procura

Q = β0 + β1P

A elasticidade neste modelo é dada por

εQ,P =
β1P

β0 + β1P
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Não-linearidades

Para se obter uma elasticidade constante podemos usar a
especificação

ln (Q) = β0 + β1 ln (P)

Q = exp (β0 + β1 ln (P))

∂Q

∂P
=
β1

P
Q =⇒ εQ,P =

β1Q

P

P

Q
= β1

Isto é aquilo a que se chama um modelo linearizável.
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Exemplo 2.11
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Não-linearidades

Há modelos não linearizáveis. Por exemplo: probabilidade
de um indiv́ıduo ser vegetariano em função da idade

Pr =
exp (β0 + β1age)

1 + exp (β0 + β1age)
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Tabela 2.3
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Exerćıcio 2.8
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