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Complementos de PL

OBJETIVOS

» Formular problemas em PL e em PLI
» ldentificar problemas que podem ser resolvidos por PL / PLI
» Resolver problemas de PL/PLI: Solver/Excel; Graficamente

» Interpretar/Validar solugoes
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Modelo de PL na forma standard
Dados do problema:

C; coeficiente da j-ésima variavel de decisdo na fungdo objetivo

b; segundo membro ou termo independente (TI) da i-ésima restri¢do funcional

a;; coeficiente técnico da j-ésima variavel de decisdo na i-ésima restri¢do funcional
Variaveis de decisdo: x; (j=1,..,n)

n
Z*=Max Z = Z Cj Xj Fungdo objetivo (FO)
=

n
Z aij xj < b; [ =12, ..,m Restricdes funcionais
=

20 j=12,..,n Restrigdes de sinal
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Complementos de PL

Definicoes

Solugé@o de um PL - vetor de R" cujas componentes representam os valores das variaveis de decisao
Solugdo Admissivel (SA) - solu¢do que satisfaca todas as restrigoes (funcionais e de sinal)

Solugdo ndo admissivel (SNA) - solugéo que nao verifica pelo menos uma das restrigoes

Regidao admissivel (RA) - conjunto de todas as solugdes admissiveis

Solugdo tima (SO) - uma solugédo admissivel que origina o melhor valor para a fungao objetivo (FO)
Solugdes 6timas alternativas - diferentes solugdes Gtimas de um mesmo problema, caso existam
Valor 6timo - valor da funcéo objetivo numa solucdo 6tima

Restricao saturada numa solugao de um problema de PL quando esta a verifica na igualdade
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Hip6teses da PL

Proporcionalidade: A contribui¢do de cada atividade (j) para o valor da fungdo objetivo e

primeiro membro das restricdes € proporcional ao nivel da atividade & Jbg@
Qaij Xj; G Xj

Aditividade: Os valores da fungao objetivo e do primeiro membro das restricoes obtém-se por

soma das contribuigcdes individuais das varias atividades e,

aq1 X1 + aqp X3, CL X1+ C %,

Divisibilidade: As variaveis assumem valores em intervalos reais

Certeza: Todos os parametros (c;; b;; a;;) sdo constantes reais conhecidas

Complementos de PL

Propriedades

Propriedade 1: A RA de um problema de PL ou € um conjunto vazio ou € um conjunto convexo
Propriedade 2: Se a RA de um problema de PL é ndo vazia e limitada, entdo existe solugao 6tima

Propriedade 3: Se um problema de PL tem 6timo, entdo pelo menos um dos pontos extremos da

RA é solugao 6tima

Propriedade 4: Dado um problema de PL com 6timo, se um ponto extremo da regido admissivel
nao tem pontos extremos adjacentes com melhor valor para a funcéo objetivo, entao esse ponto

extremo é solugdo 6tima
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Resolucao Grafica

Resolucgéao Grafica - 2 Variaveis de Decisao

1) RA = N de semiplanos definidos por todas as restri¢cées de sinal e funcionais do PL
2) Se RA = @ o problema é impossivel

3) Se RA +# @ identificar, caso exista, o(s) ponto(s) 6timo(s):
* Representar uma reta de nivel da FO (atribuindo um valor arbitrario a Z) e
identificar o sentido de otimizacao

* |dentificar o(s) pontos(s) da RA a que corresponde o melhor valor de Z (ou seja,
identificar as SOs), ou concluir que o problema tem valor 6timo ilimitado (ndo tem
solucdo 6tima)
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Resolucao no Solver

Dados ~—_

A ' \ ] D E F
1 Exemplo 1 \ Disponibilidades/
2 P1 P2 Exigéncias
: Secgdo de Fabrico (hm.) | 1 1 0 |<= 10
4 Secgdo de Embalagem (h.m) 2 a8 0\ [£= 32
5 Imposi¢do de mercado 1 -1 0 \ >= 2
6 lucro (u.m.) 2 4 0
7 Unidades a produzir de

D

=SUMPRODUCT(B3:C3;$B%7:3C$7)
=SUMPRODUCT(B4:C4;$B%7:$C$7)
=SUMPRODUCT(B5:C5;$B$7:$C$7)
=SUMPRODUCT(B6:C6;$B3$7:3C$7)

@ ;| e |w
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A B [ D E F
Exemplo 1 Disponibilidades/
P1 P2 Exigéncias
Seccéo de Fabrico (h.m.) 1 1 0 <= 10
Seccédo de Embalagem (h.m) 2 8 0 <= 32
Imposigc&o de mercado 1 -1 0 ,>= 2
lucro (u.m.) 2 4 | 0

~Jo o e o v o

Unidades a produzir de

r
Solver Parameters

-

Set Objective:

To:

By Changing Variable Cells:

Value OF:

ECT /
| Subject to the Constraints: /
" 0538084 <= FEEres 4 = add
SDS5 >= §FS5
g Add Constraint =
Change
Delete Cell Reference: Constraint:
$D$3:4D$4 <= x| [-renes
Ce ] (e ] [ ow]
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Resolucao no Solver

-
Solver Parameters.

!‘-

To:

Set Objective: |spsdl |

© Min @ value OF:

By Changing Variable Cells:

$BS7:$CS7

Subject to the Constraints:

$DS3:5D§4 <= SFS3:5F54 -
SDS5 = §FS5

- Load/Save

Make Unconstrained Variables Non-Negative
—
Select a Salving Method: (smoxe ) []
Solving Method

Select the GRG Nonlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear, Select the LP Simplex
engine for linear Solver Problems, and select the Evolutianary engine for Solver problems that are

non-smooth,
—
,
o D = |
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A B Cc D E F
1 Exemplo 1 Disponibilidades/
2 P1 P2 Exigéncias
3 Secgédo de Fabrico (h.m.) 1 1 10 <= 10
| ¢ Secgdo de Embalagem (h.m) 2 8 32 <= 32
5 Imposi¢cdo de mercado 1 -1 6 >= 2
5 [lucro (u.m.) 2 4 24
7 Unidades a produzir de
8
] [ Solver Results =)
|
10
Solver found a solution. All Constraints and optimalit
1 conditions are satisfied. Reports
12 Answer
Sensitivity
13
O Restore Original Values
14
115 [ Return to Solver Parameters Dialog [ outline Reports.
16
W o _svesenaro. |
18 Solver found a solution. All ¢ ints and
19 satisfied.
When the GRG engine is used, Solver has found at least a local optimal
20 solution. When Simplex LP is used, this means Solver has found a glabal
optimal solution
21
22

SCHOOL OF
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Resolucao no Solver

w o]~ || r =

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
2
23
24
#3
3
o7
s
29

Al B Cc D E F G H J K L
Microsoft Excel 14.0 Answer Report
Worksheet: [ex1_PL.xIs]ex1
Report Created: 08-02-2012 11:50:32
Result: Solver found a solution. All Constraints and optimali diti are satisfied
Solver Engine
Engine: Simplex LP
Solution Time: 0 Seconds.
lterations: 3 Subproblems: 0
Solver Options
Max Time 100 sec. lterations 100, Precision 0,000001
Max Subproblems Unlimited, Max Integer Sols Unlimited, Integer Tolerance 5%, Solve Without Integer Constraints, Assume NonlNegative

Objective Cell (Max)

Cell Name Original Value Final Value
3D%6 lucro (u.m.) 0 24

Variable Cells
Cell Name Original Value Final Value Integer
$B%7 Unidades a produzir de P1 0 8 Contin
$C37 Unidades a produzir de P2 0 2 Contin

Constraints

Cell Name Cell Value Formula Status  Slack
$D%3 Seccéo de Fabrico (h.m.) 10 $D$3==5F53 Binding 0
3D%4 Secc#o de Embalagem (h.m) 32 $D$4<=5F§4  Binding 0
$D%5 Imposicdo de mercado 6 3D$5>=5F55 Not Binding 4

15-02-2016



Resolucao no Solver

2

4
5
6
T
8

Al B (2

Worksheet: [ex1_PL.xls]lex1

3 Report Created: 08-02-2012 11:50:32

D E

1 Microsoft Excel 14.0 Sensitivity Report

Variable Cells
Final Reduced Objective Allowable Allowable
Cell Name Value Cost Coefficient Increase Decrease
3B%7 Unidades a produzir de P1 8 0 2 2 1
$CE7 Unidades a produzir de P2 2 0 4 4 2
Constraints
Final Shadow Constraint Allowable Allowable
Cell Name Value Price R.H. Side Increase Decrease
$D$3 Seccdo de Fabrico (h.m.) 10 1,333333333 10 6 24
3D%4 Seccdo de Embalagem (h.m) 32 0,333333333 32 12 12
3D%5 Imposicdo de mercado 6 0 2 4 1E+30

Resolucao no Solver -2003

Solver Parameters

Set Target Cell: [EEte  J=5
Equal To: & Max Mo i walue of: o
By Changing Cells:
[$cs7:5D%7 == Guess |
ubject to the Constraints:
FEFT == $aF3 | add |
$EE4 <— Bk
FEFS <= $GFS Change I
Reset all
~1 pelete |

Solve

Max Tima! Im seconds

Convergence: ID,DDI

< ¥ &Assume Linear Mode!

%
ki erivati earch

" Tangent % Farward % Mewton
" Quadratic " Central

Assume Non-Negative

r Optisns

Ikerations: 100 Cancel
Precision: ID,DDUUDI Load Model...
Tolerance: IS U Save Model...

Help

I™ Use Automatic Scaling
I~ Show Iteration Results

" Conjugate
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A B C D E F G
de portas de janelas Disponibilidades
h-m de F1 1 0 2 < 4
h-m de F2 0 g 12 < 12
h-m de F3 3 2 18 < 14
Lucra 3 5 36

15-02-2016

Solver Results

Solver Found a solution, Al constraints and optimality
conditions are satisfied, Reports
Answer S
(5 koo Sobrer Scbtion [T — =
" Restore Original Yalues Limits ;I
QF, I Cancel I Save Scenario, .. | Help |

=
9]
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Resolucao no Solver -2003

Microsoft Excel 10.0 Answer Report
Worksheet: [ex_prototipo.xIs]Ex. Protétipo
Report Created: 3009-2009 11:40:41

Target Cell (Max)
Cell Name Original Value Final Value
$EFS Lucro a 5]

Adjustable Cells

Cell Name Original Value Final Value
CE N de lotes de portas a 2
F0%7 M2 de lotes de janelas a &

Constraints
Cell Name Cell Value Formula Status  Slack
$E$3 h-m de F1 2 FEFI<=$G%3 Not Binding 2
$ES4 h-m de F2 12 FEF4==$GE4  Binding 1]
$E$S h-m de F3 18 FERS<=5GH5  Binding 0
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Complementos de PL

Definicoes

Forma aumentada de um PL - PL com:

todas as variaveis sdo ndo negativas e

todas as restri¢oes funcionais estédo expressas por equacoes

' + variaveis ndo negativas

varidveis auxiliares ou variaveis desvio ou varidveis de folga
Solugao aumentada - uma solu¢ao do problema na forma aumentada.

Propriedades

Propriedade 5: Qualquer problema de PL pode ser escrito como um problema de PL equivalente
na forma aumentada de maximizacao.
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Complementos de PL

Passagem de modelos de PL a forma aumentada de maximizagao

Objetivo: MinZ = ¥7_, ¢jx; © Max(=2) = Z;Ll(—cj)x]- (Min Z = —Max(—2))

Restrigdes:

“n

. n n -
<" Z]-=1ainj < bi S Z]-=1aijx]' + Xnt4i = bi A Xp4i= 0

“ ”, n n —_—
= .Z]-=1ainj = bi S Zj=1aijxj — Xnti = bi A Xp4i= 0

Variaveis:

_ 1 2
<0 x=—xx';=0)

. i xf = Max{0; xj} >0
x; livre & x; = xj — x; o
x{" = Max{0; —x;} = 0

Complementos de PL

Defini¢cdes
Dado um PL na forma aumentada com m equacdes e £ varidveis
Igualar a zero £ — m variaveis ndo basicas (VNB). Se for possivel resolver, de forma Unica, o

sistema de equacdes lineares em relacao as restantes m variaveis - varidveis basicas (VB)

\Solugéo béasica (SB).

Solugédo basica admissivel (SBA) - SB em que todas as variaveis respeitam as restrigoes de

sinal. Caso contrario, € uma solugdo basica ndo admissivel (SBNA).

1SBA =) 1 ponto extremo da RA

1 ponto extremo da RA B89 pelo menos uma SBA

Solugdes basicas adjacentes - apenas uma VB diferente (R? - extremos do segmento de reta)

10
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PRIMAL

DUAL

Maximizar (Max Z)

Minimizar (Min W)

1 restri¢dao
i-ésima restrigdo de tipo “<”
i-ésima restri¢do de tipo “>"

“_n

i-ésima restri¢do de tipo

1 variavel de decisdo
yi=0
yi <0

y; livre

T: by i=1,...m

FO: W =by y1+ -+ by ¥

FO: Z=cy x;++cypx,

T ¢; j=1,..,n

1 variavel de decisdo
Xj >0
x]- <0

x; livre

1 restricdo
J —ésima restrigdo de tipo “>"
J —ésima restri¢do de tipo “<”

“_n

Jj —ésima restri¢do de tipo

matriz de coeficientes técnicos: A

matriz de coeficientes técnicos: A"

Dualidade

(P)MinZ = (D) MaxW

Restrigao primal de tipo “>"

= variavel dual = 0;

Restrigao primal de tipo “<” = varidvel dual < 0;

Variavel primal > 0 = restricdo dual de tipo “<”;

Variavel primal <0 = restricdo dual de tipo “>".

0 i —ésimo prego-sombra (valor 6timo de y,) representa a proporgdo de variagdo no

valor 6timo do primal em fungdo do acréscimo no i —ésimo termo independente,

compativel com o respetivo intervalo de sensibilidade.
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Dualidade

Propriedades

Propriedade 6: O dual do dual é o primal.

Propriedade 7: Dado um par de problemas duais, se uma SA do problema de
maximizacao, x’, tem valor Z° e uma SA do problema de minimizacao, y’, tem

valor W’,entdo 2’ < W'.

Se Z' = W’, entdao X ey sao solugdes 6timas dos respetivos problemas.

Dualidade
PRIMAL Tem SA N3o tem SA
DUAL
S Os dois probleemas tém SO Primal impossivel
75 = W* Dual ilimitado
N30 tem SA Primal ilimitado Primal impossivel

Dual impossivel

Dual impossivel

Solugbes complementares — verificam as relagdes de desvios complementares

Problema (P1) Dual de (P1)

i) variavel de decisdo VB (¢ 0) = restricdo saturada (variavel desvio = 0; VNB)

i) restricdo ndo saturada (variavel desvio € VB) = variavel de deciséo = 0 (VNB)

S —.

12
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Dualidade

Determinacaoda SOD: y; =AZ se Ab;=+1
Resolvido o Primal:
» Grafico - calcular y;: resolver o novo PL alterando Ab; = +1. Calcular: AZ = y;.

» Relacoes de complementaridade: Identificar o valor das VNB (= 0) do dual (D),
tendo em conta as VB do (P), e resolver o sistema de equagoes (forma aumentada)

do (D).

» Solver - Relatério de Sensibilidade - Coluna “Shadow Price”

Interpretagao Econémica!l

Analise de Sensibilidade — Tl

» A SO é sensivel a alteragdes nos dados (parametros) do problema?

Termo Independente: b,

IS — intervalo de sensibilidade - intervalo de variagdes de um Tl mantendo a
base 6tima (o {VNB} e o {VB})

Se Ab; € 1S:
» mantem-se base 6tima e o0s precos-sombra (SOD)

» Altera-se: SOP e Z*,com AZ = y;x Ab;

13
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Analise de Sensibilidade — Coeficientes FO

Coeficiente da FO: ¢

IS — intervalo de sensibilidade - intervalo de variagbes de um o mantendo a
base 6tima (o {VNB} e o {VB})
Se Ac; € 1S:

» mantem-se Base 6tima e SOP

> Altera-se: SOD e Z* com AZ = x;x Ac;.

Restricao Adicional & Nova Variavel

Gestao

Sistemas de Apoio a Decisao

Cap.1-FIM
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