TOPICOS DE RESOLUCAO
ANALISE MATEMATICA IV
Licenciatura MAEG
Epoca Normal — 4 de Junho de 2015
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1. Resolva o PVI 1+12

x() =2

EDO néo linear de 12 ordem de variaveis separaveis,

2
J-SGSZdS :-[1—|—||2 dl < e =¢* +Iog(1+2t j

2. Considere a seguinte equacao diferencial de 3% ordem

a)

X'"+x"'-2x'=0.

Para gque condicoes iniciais x(0), X (0) e x(0), existe uma solucao nao
nula, x(t), limitada para t>0.

EDO linear de 32 ordem de coeficientes constantes homogénea,
P(D)=0<D=0vD=1vD=-2, a solucéo geral é
x(t) =C, +C,e' +C,e™ e para que esta fungdo seja limitada para t >0
entdo |x(t) <|C,|+|C,le' +|C;le™ <K parat>0,se C, =0. Neste caso
as c.. serdo da forma x(0)=a+b,x(0)=-2b e x"(0)=4b com

a,b e R e ndo simultaneamente nulos.

Obtenha o sistema de EDOs equivalente a equacdo dada, e mostre que

1 et e—2'[
pt)=[0 e —2e | ¢ uma matriz fundamental de solugbes para o
0 e 4e™”

sistema obtido.



X'=y 01 O
y'=12 , Cuja matriz associada ao sistema é A=(0 0 1 |.
'=2y-12 0 2 -1
0 e -2
Pretende-se provar que i. ¢'(t)=Ag=|0 €' 4e™® |, o que é verdade
0 e -8

e ii. [#(t)=6e™ =0 Vte | =R. Estas duas condi¢bes constituem uma

c.n.s. para que ¢ seja uma matriz fundamental de solugdes do sistema.

At

x(0)=1 y(0)=1e z(0)=-1
Pelo Teorema Fundamental dos Sistemas Lineares, a solucdo do sistema é

1
dada por X(t)=e”™| 1 |. Para o calculo da matriz e™ utiliza-se a matriz
-1

fundamental de solugdes dada na alinea anterior pois e* = g(t)¢*(0)

T
2 2
Assim, ¢7(0)=|0 % % e a solucio do sistema €
o 1 1
. 6 6]

x(t) = 1+%(et —~ e’z‘)

y(t) = %(et + 2e‘2‘)

z(t) = %(et —4e‘2t)



3. Considere o sistema ndo linear

a)

b)

x'=—y? + xsen(x? + y?)
y'= Xy + ysen(x2 + yz) '

Mostre que («/k;z,o) sdo solucdes de equilibrio do sistema, com ke Z* .

f,(Vkz,0)=0
f,(Vkz,0)=0

Pretende-se mostrar { 0 que ¢é verdadeiro pois

sen(kz)=0, keZ*.

Classifique os referidos pontos de equilibrio quanto a estabilidade.

Sistema ndo linear, procedendo & linearizacdo  obtem-se

[ 'sen(x? + y?)+2x? cos(x? + y?) — 2y +2xy cos(x? + y?)
Df(\/G,O)_[ y+2xycos(x2 +y2) x+sen(x2 +y2)+ 2y? cos(x2 + yz) (kz.0)
_[2kzcos(kz) 0
_{ 0 \/G}

cujos valores proprios sdo os elementos da diagonal. Assim, se k & par

os valores proprios sdo positivos, A =2kzv A=+/kz, e 0s pontos de

equilibrio designam-se fontes e sdo instaveis; se k é impar os valores
préprios sdo A =-2ksx negativos, e A =+/kz positivos, e 0s pontos de

equilibrio designam-se pontos de sela e séo instaveis.

Considere o operador diferenga A, definido por AX, = X,,; — X, . Atenda a seguinte

Definicdo: Se AX, =X, define-se operador antidiferenca de x,, e representa-se por

A7X, A_lxn:Xn+C ,comCe%R.

a) Mostreque AA T =1¢e ATA=1.

De acordo com a definicao,

AAX,

=A(X, +C)=X,,+C—-X,-C=AX, =X, oque prova AA" =1

n+1



ATAX, =A%, =X, +C= X, VC=0,0queprova A"A=1.

b) Calcule os operadores diferenca e antidiferenca da sucesséo u, =a", neN e
a=l.
Au, =Aa" =a"(a-1)

A_lu ZA_l n =a__1A_1 n — .
" a-1 a-1

1
2°-32°+72-5

a) Determine e classifique as singularidades da funcgéo.

Seja a funcdo complexa de variavel complexa, f(z) =

As singularidades sdo z=1,z=1+2i,z=1-2i. Todas sdo polos

simples,

[ i 1

lim £ (2) = o0 A lim(z-D)f (2) = .,

_ _ | )
Jim, f(2)=e0n Jim (z2-1-20)1(z) =,

lim f(z)=oA Iimz_(z—1+ 2i)f(2) = —%.

z—1-2i



b) Calcule o valor do integral jf(z)dz, mostrando que ambos 0s
|z]=2

teoremas, Férmulas Integrais de Cauchy e Residuos de Cauchy, sdo

aplicaveis, justificando convenientemente.

z=1eint
= onde y ={zeC:|7]=2}.
Z=1+£2i eexty,
Pelas Férmulas Integrais de Cauchy,

[ f(2)dz = J’A/Zz_#)dz:&zih(l):% com h(z):}(zz—22+5)’

|z]=2 |z|=2

pois h é holomorfa no simplesmente conexo A= {z eC :|z| < \/3} ey

é uma curva de Jordan regular que contém no seu interior a
singularidade z =1.

Pelo Teorema dos Residuos, j f(z)dz = 27iRes(f,1)= %
|z]=2

fim



