Exercicios de Analise Matematica IV — MAEG

Capitulo 111 — Equacéo diferencial linear de ordem n

1. Dada a equagdo linear de 22 ordem, x''+a(t)x+b(t)x =0 com a(t) eb(t) funcdes
continuas em (c,d) < R, suponha que x,(t) =0 é uma solugéo dessa equagao.
Suponha também que se pretende encontrar uma nova solu¢do da forma
X, (tu(t) com u(t) 0.

Prove que essa nova solucdo se obtem resolvendo uma equacdo linear de 12
ordem homogénea.

2. Suponha que as raizes da equagdo quadratica r®+ar+b=0 tém partes reais
negativas. Prove que toda a solugdo da equacdo x''+ax'+bx =0tende para O
quando t — +oo.

3. Considere aequagdo x''+ax'+bx=0, a,beR.
at

a) Prove que se a equagdo r*+ar +b =0 tem raizes iguais, entdo x, (t) = e ?
é solucdo da equacdo diferencial dada.
b) Encontre uma nova solugdo da equagdo diferencial, da forma x, (t)u(t).

Mostre que x, (t)u(t) € solucdo da equacéo diferencial sse u(t) =C;t+C,
com C,,C, eR.

4. Resolva as seguintes equacdes:
a) x"-3x+2x=0 ci. (t,x,x')=(0,1-1)

0
b) x"-3x"+4x=0 ci. (t,x,x)=(01-1)

—t

C) X'+2X+X = ©  comt=-1

t+1
d) x"+x'-2x =8sen(2t)
€) X'+4x = cos(2t)
f) x'+9x=(t? +1p*
g) X"-6x-+9x =2 cos(3t)
h) x'-5x-+6x = (t? —3k'
) X"+x =sec(t).



Considere a equacdo diferencial x™ +4x"+5x"+4x'+4x=0. Para que
condigdes iniciais x(0), x'(0), x''(0), x"""'(0) , existe uma solugdo x(t) tal que:

a) Xx(t) é periodica

b) limx(t) =0 quando t — +o0
c) lim|x(t) = quando t —+o0
d) x(t) é limitada para t>0.

Encontre todas solucdes periddicas de x™) +2x"+x =0.

Considere a equacdo diferencial linear de 2° ordem x"—t% x=0,t>0.

a) Verifique que ¢(t) =t é uma solucéo da equacéo dada.
b) Determine uma aplicacdo w:(0,+o) — R de modo que e wg constituam
um sistema fundamental de solugdes da equacao dada.
L2
¢) ResolvaoPVI {* —t—2x=t .
(t,x,x')=(10,1)

. « « X
Determine a solucdo geral da equacéo x"—t— =t.

Segundo a lei de Newton, a velocidade de arrefecimento de um corpo no ar é
directamente proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo num instante
t, y(t), e a temperatura do meio, M(t), no mesmo instante.

a) Traduza este facto por meio de uma equacao diferencial e resolva-a.

b) Sabendo que a temperatura do ar é 20° C e que o corpo arrefece de 100° C
para 60° C em 20 minutos, determine ao fim de quanto tempo o corpo atinge
30° C.



Capitulo V - Sistemas de equacdes diferenciais ndo lineares

1. Determine os pontos de equilibrio dos seguintes sistemas de equacGes
diferenciais:
X, (1) = X — X = 2X,X,
{x'z (t) = 2x, — 2X,° —3%,X,
X'=ax —bxy
b) <y'=-cy+adxy
I'=z7+X*+y°

X'=xy* —x
LR Wi

2. Considere o sistema de equacdes diferenciais {XI: ax+by .
y'=cx +dy
a) Mostre que x=y=0 é o0 Unico ponto de equilibrio do sistema se
ad —bc = 0.
b) Mostre que existe uma recta de pontos de equilibrio para o sistema se

ad —bc=0.

3. Estude a estabilidade dos seguintes sistemas de equacdes diferenciais:

1 1
a) X'= X
5
(-5 3
b) x'= X
-1 1
-7 1 -6
c) x={10 -4 12 |x
2 -1 1
0 2 1
d) x'={-1 -3 -1|x
11 -1
0 2 0 O
-2 0 0 O
e) X'= X
0O 0 0 2
0 0 -2 0




10.

Considere a  familia  uniparameétrica de  equacbes  diferenciais

{X'=3x—4y,y'=ax:aeR}.

a) Para que valores da constante a existem dois valores proprios distintos
positivos da matriz A, da correspondente equacdo x'= Ax?

b) Faca a=-1. Determine 0s vectores proprios da matriz A e utilize essa
informagao para eshogar o retrato de fase.

c) Esboce o retrato de fase da curva individualizada pelas condigdes iniciais
x(0) =1, y(0) =-1, para a=-1.

X'=
Considere o sistema y 5
y'= X+ 2X
Mostre que a solucdo de equilibrio x =y =0 do sistema linearizado, &€ um ponto

de cela e eshoce o retrato de fase do sistema linearizado.

Para que valores da constante «, € estavel qualquer solugdo do sistema

x'=—3x+ay,)
y'=2X+y

Estude a estabilidade das solucdes das equacdes diferenciais:
a) x'=x+t x(0)=1

b) x'=2t(x+1) x(0)=0

c) xX=—x+t? x@1)=1

d) x'=2+t x(0)=1.

Estude a estabilidade das solugdes x(t) =0 e x(t) =1, da equagio x'=x(1—x).

Considere a equacdo diferencial x'= x*. Mostre que todas as solucdes x(t), com
x(0) > 0, séo instaveis enquanto que todas as solugbes x(t), com x(0) <0, séo
assintoticamente estaveis.

Determine as solucBes de equilibrio de cada um dos seguintes sistemas de
equac0es diferenciais e estude a estabilidade das mesmas:

12 2
a) {x_x +y -1

y'=2xy

X'=tg(X+y
) { (x+9)

y'=X+X

0 {X.: —ycosx
y'= —senx



