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Introdugdo

Nocdes gerais

Definicdo

Dado um espago de probabilidades (Q), A, P) e um conjunto
arbitrdrio T, um processo estocdstico é uma fungdo real e finita,
X(t,w), definidaem T x Q), que para cada t fixo, t € T, é uma
fungdo mensurdvel de w € Q). Simbélicamente,

{X(t,w);, teT}. |

Para t fixo, t € T, X(t,w) & uma v.a., um P.E. pode interpretar-se
como uma familia de variaveis aleatérias. Simbologia comum:

{X(t);te T} {X(t)heer AXe;t € T} {XeteeT -

Processo estocastico vectorial:

(X (t), Xa(t), ... . Xe(t)] st € T}
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Introdugio

Definicdo

Uma trajectéria ou uma realizagdo de um processo estocdstico
{X(t) t € T} éuma afectagio, a cada t € T, de um valor possivel
de X(t).

Definicio

O conjunto formado pelos sucessivos valores de uma trajectéria de
um processo estocastico referentes a um periodo limitado de tempo
chama-se série temporal. Quando a trajectéria é observada durante
o periodo T = {1,2, ..., n} diz-se que se esta perante uma sucessio
cronoldgica.
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Introdugio

Example (Processo de Bernoulli)

Seja uma sucessio infinita de provas de Bernoulli, o intervalo de
tempo entre cada prova é igual a unidade, a primeira prova
realiza-se no instante 0. T = {0,1,2,...}, o resultado de cada
prova

X(t) = 1 se a t+1—esima prova € um sucesso
0 se a t+1—esima prova € um insucesso

Pr{X(t) =1} = p; Pr{X(t) =0} =qg=1—p.
X(t) € uma v.a. de Bernoulli e a sucessdo, {X(t);t=0,1,2,...}
& um processo de Bernoulli.




Intro
000e0

Introdugio

Exemplo (Processo Binomial)

Observagcdo de um fluxo de impulsos de Bernoulli ("1"ou "0")
independentes, nos instantes t =0, 1,2, .... Pretende-se realizar a
contagem do ndmero de impulsos verificados até ao instante de
amostragem t.

Z(t) = 1 presenca de impulso em t
| 0 auséncia de impulso em t

O resultado da contagem para cada t
t

X(t) =Y Z(s) ~ Binomial(t + 1; p)
s=0

A sucessdo das v.a. {X(t);t=0,1,2,...} éum processo binomial.
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Introdugio

Exemplo (Passeio Aleatério)

Seja uma particula em movimento que ocupando a posicio inicial
Xo, observada nos pontost =1,2,.... Em t = 1 sofre um salto
Z(1), v.a. com f.d. F(.). Em t = 1 salta para o nivel

X(0) + Z(1). Em t = 2 verifica-se novo salto, Z(2), v.a. i.i.d de
Z(1) e assim sucessivamente. Depois de t saltos a posicioé

X(t) = X(0) + Z(1) +...+ Z(t) = X(t — 1) + Z(¢),

Z(t), t=1,2,... é uma sucessdo de v.a. i.i.d.. A particula realiza
um passeio aleatério caracterizado pelo processo
{X(t);t=0,1,2,...}.

Exemplo (Passeio Aleatério Simples)

Caso particular do anterior em que os saltos Z(t) = 1,0, —1 com
probabilidades p, 1 — p — q e q respectivamente, p+ g < 1.
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Especificagido

Especificacdo

De ordem 1: X(t) ~ Fx((x; t)

De ordem n:

Para um conjunto arbitrario, mas finito, de valores de t € T, seja
t1, t, ..., tn, as correspondentes varidveis aleatdrias,

X(t1), X(t2),..., X(tn), possuem fun¢do de distribuicdo conjunta,

F(x1, X2, ..., Xn i t1, t2, ..., tn) (1)

Definicio

A lei temporal associada com o processo {X(t);t € T}, éa familia
constituida pelas fungoes (1.4) para n = 1,2, ... e todos o0s possiveis
valores tj, j = 1,2,...,n.
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Classificagido

S Espaco de Estados: Dominio, valores possiveis de
X(t)
T Conjunto dos indices, do do pard metro.
Os processos estocasticos sdo distinguidos pelo seu:
@ Espaco de Estados
e Conjunto de Indices
@ Pelas relagdes de dependéncia entre as v.a.'s X(t).

Os processos podem ter Pardmetro ou Espaco de estados discretos
ou continuos.
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Classificagido

Tipos classicos de processos estocasticos

Processos com incrementos independentes
Processos com incrementos estacionarios
Martingalas

Processos de Markov

Processos estacionarios

Processos de renovamento
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Defini¢cdes

Definicdo

Uma cadeia de Markov em tempo discreto { X, } é um processo de
Markov com espago de pardmetros discreto e espago de estados
também discreto.

E costume representar-se o espaco dos estados por (0,1,2,...), 0
que faremos se nada dissermos em contrario, bem como
T =1(0,1,2,...). Diz-se que X, esta no estado i se X, = i.

Definicdo

Uma cadeia de Markov diz-se homogénea ou com probabilidades de
transigdo estaciondrias quando as probabilidades de transi¢io num
passo sdo independentes da varidvel tempo (i.e. do valor n).




Defini¢cdes

Cadeias Markov tempo discreto
o®0

@ Probabilidade de transicdo para estado j em n—+ 1 se estava
no estado / em n:

PR = Pr{Xp11 = j|Xp = i}
° Pis.m'n) . probabilidades de transicio em (n — m) passos
P = Pr{X, = j|Xm = i},
satisfazendo:

P >0,ije€S, Yy PP"=1m<n.
J
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Defini¢cdes

Sem perda de generalidade vamos assumir que
S=Ny=1{0,1,23,...}.

Teorema (Equagdo Chapman-Kolmogorov)

Paran>u>m>0
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Matrizes de probabilidades de transicdo

Limitamos o estudo a cadeias homogéneas: Pg’”ﬂ = P,-(jl) = Py;
s,s+n _ p(n)
P = P.".

ij
Matriz das probabilidades de transicdo num passo, P = [Pj] : :

Poo Po1 Po2
Pio P P2

p_ P.20 P'21 P.zz

Matriz de Markov ou matriz de probabilidades de transicdo do
processo. A matriz P & tal que

P; >0 i,j=0,12,...

Pi=1 i=0,1.2,...
/=0

J
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Matrizes de probabilidades de transicdo

Especificacdo:
O processo fica completamente especificado quando se conhece P e
af p.de Xp, pi=Pr{Xo=1i},i=0,12,,...

PI‘{XO = io,Xl = il,...,X,, = in} =
= PI‘{X,, = in|X0 = io,Xl = i1 ..... anl = I'nfl}
XPI‘{XO = io,Xl = i1, .. -vXn—l = i,,_l}
= Pr{X,, = I'n|Xn,1 = I.nfl}PI'{Xo = ig, X1 = i1 ..... Xn,1 = I'nfl}

in1in Pin2.in1 - - Pio,ix Pio-

Definicdo

Designa-se por matriz de probabilidades de transicdo em n passos,
a matriz P(") = [P,-S-")], com

Plg'n) = Pr{Xn+s :j|Xs = i}
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Matrizes de probabilidades de transicdo

Equac¢do Chapman-Kolmogorov:

Teorema (Cadeia homogénea)

P = kZOP,-kPéj” V(i.J)

P" = PpP"!
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Estudo de algumas aplicagdes

Example (T&K, pag.102, Ex. 2.2)

Uma particula move-se pelos estados {0, 1,2} de acordo com uma
cadeia de Markov cuja matriz
0 1/2 1/2
P=1{(1/2 0 1/2
1/2 1/2 0
rLr 1 1 1 3 3 3 5 57
6 16
P2 — iii;p3:3igp4:§]§i;
1% 1 § 3% A
4 1 2 8 8 4 16 16 8 J
S5 U 11 171 341 341
it 2| /i Vi
L 2 32 16 1024 1024 51
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Estudo de algumas aplicagdes

Exemplo (Um modelo de aprovisionamento)

Considere um determinado produto que é aprovisionado por ordem
a satisfazer determinada procura. O reaprovisionamento de stocks
faz-se ao fim de cada periodo de actividade n =10,1,2,---, e
consideramos que a procura total para o produto durante o periodo
n é uma variavel aleatdria ¢, cuja funcdo de distribuicdo é
independente do periodo de tempo,

Pr[¢, = k| = a; para k =0,1,2,-- -,

onde ay > 0 e Y i oax = 1. O nivel de stock é examinado ao fim
de cada periodo.
Consideram-se os valores criticoss e S (S >s>0) :
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Estudo de algumas aplicagdes

@ Se ao fim de cada periodo a quantidade de stock nio for
superior a s ent3o é imediatamente procurada uma quantidade
de produto necessario para aumentar a quantidade de stock
actual até ao nivel S;

@ Se, pelo contrario, a quantidade de stock disponivel é maior
que s, entdo ndo ha lugar a reaprovisionamento.

Seja X, a quantidade de stock existente ao fim do periodo n
imediatamente antes de eventual reaprovisionamento. Os estados
do processo {X,} consistem nos seguintes valores do montante em
stock

5§$-1,---,+41,0,—-1,-2,---,

Valor negativo é interpretado como procura ndo satisfeita e que
sera imediatamente preenchida através de reaprovisionamento.
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Estudo de algumas aplicagdes

e Justificar que {X,} é uma cadeia de Markov.
o Identifique as probabilidades de transicdo Pj;.
Particularizemos o problema considerando um modelo de

aprovisionamento de pecas sobressalentes, no qual apenas 0,1 ou 2
componentes ou pegas sdo procurados em cada periodo, com f.p.

0,5 k=0
Prlc, = k] ={ 0,4 k=1
0,1 k=2

esuponhas=0e S =2.
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Estudo de algumas aplicagdes

Exemplo (A Urna de Ehrenfest)

Modelo matematico classico de descricdo da difusdo através de uma
membrana. Imagine dois recipientes contendo um total de 2a bolas
(moleculas). Suponha que o primeiro recipiente, seja A, contém k
bolas e o segundo recipiente, B, contém as restantes 2a — k bolas.
Uma bola é selecionada ao acaso (todas as tiragens sdo igualmente
provaveis) da totalidade das 2a bolas e movidas para o outro
recipiente. (Uma molecula difunde-se aleatoriamente através da
membrana). Cada seleccdo gera uma transicdo do processo. As
bolas flutuam entre os dois recipientes com maior tendéncia da
urna com maior concentragcdo para a urna com menor.

Considere que Y, é o niumero de bolas na Urna A no periodo n e
defina X, = Y, — a.

e Justificar que {X,} & uma cadeia de Markov.

o l|dentifique as probabilidades de transicdo Pj;.
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Estudo de algumas aplicagdes

Exemplo (Um modelo discreto de Fila de Espera)

Clientes chegam para atendimento em determinado servico tomam
o seu lugar na fila. Durante cada periodo de tempo apenas um
cliente é atendido, desde que haja pelo menos um cliente para
atender. Se ndo houver qualquer cliente para atendimento ndo ha
prestacdo de servico. Imaginemos por exemplo uma paragem de
taxis 4 qual um taxi chega em intervalos de tempo fixos para
prestarem servico. Se ninguém esta presente o taxi parte. Durante
um periodo de servico podem chegar mais fregueses.

Suponhamos que o niimero de clientes que chegam durante o
periodo n é uma varidvel aleatéria ¢, cuja distribuicdo é
independente do periodo e é dada por:

Pr(¢, = k] = ay para k =0,1,2,- -,

o0
ondea, >0e) ”gar = 1.
Assumimos também que as varidveis {1, Co, - - - sdo independentes.
O estado do sistema no comeco de cada periodo é definido como
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Anélise baseada no primeiro passo

Equac¢ido Chapman-Kolmogorov:

Teorema

P = T o PPy Y (i, j); P" = PP




Cadeias Markov tempo discreto
oe0

Anélise baseada no primeiro passo

0 1 2 3
0 1 0 0 0
1 Po Pu1 P2 Pi3
2| P Pa1 P P
3 0 0 0 1

P =

Estados 0, 3: absorventes; 1, 2: transientes (limp_ o PI.S.") =0)
Sejam

T=min{n>0;X,=0 ou X, =3},

ui = Pr{Xy =0|Xo =i} para i=1,2,
v = ETPa=1 =12
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Anélise baseada no primeiro passo

Exemplo (Cont.)

Para Xg=1e Xy =2:

n

uz

U

Vi

P1g + P1iur + Prouwo,
P>o + Poiuy + Pooun.

0 1 2 3
1 0 0 0
04 03 02 0.1
01 03 03 03
0 0 O 1

wWw N = O

30/43; uy =19/43
00/43; v, = 100/43.
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Classificagdo dos estados

o Estados comunicantes
o Cadeias irredutiveis

@ Estados periddicos e aperiédicos
o Periodo do estado
o Cadeias periddicas

@ Recorréncia

o Estados recorrentes ou persistentes: recorrente positivo ou nulo
e Estados n3o recorrentes, transitérios, transientes
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Teoremas limite

Exemplo (T&K, pag.102, Ex. 2.2, cont.)

0 1/2 1/2
P=1|1/2 0 1/2
1/2 1/2 0
F11 1 103 3 3 05 5
2 4 4 4 1 1
p2 _ |11t | ps_| 3P 8| pe_|5 ¥ %
I S T O R O S S R B T ¢
S §41% o
L 4 4 2 8 8 4 16 16 8
-5 11 11 171 341 341
16 32 32 512 1024 1024
p5 U 5 1 |.plo_ | 341 171 341
_ 32 16 32 ! _ 1024 512 1024
1 11 5 341 341 171
L 32 32 16 1024 1024 512
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Teoremas limite

p100 _

211275100038038233582783867563 422550200076076467 165567735125 422550200076076467 165567 735125
633825300114114700748351602688 1267 650600228229401496703205376 1267 650600228229401496 703 20537¢

422550200076076467 165567 735125 211275100038038233582783867563 422550200076076467 165567735125
1267650600228229401496703205376 633825300114114700748351602688 1267 650600228220401496 703205 37¢

422550200076 076467 165567 735125 422550200076076467 165567735125 2112751000380382335827838675
1267 650600228229401496703205376 1267 650600228229401496703205376 63382530011411470074835160268¢

0.33333 0.33333 0.33333
0.33333 0.33333 0.33333
0.33333 0.33333 0.33333

Q
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Teoremas limite

Let a Markov chain with transition matrix:

0 1 2 3 4 5 6

0,09 01 0 O O O O
1109 0 01 0 O 0 O
209 0 0 01 0 0 O
P=3(09 0 0 0 01 0 O
4109 0 O O O 01 O
509 0 0 O O 0 01
6\09 0 0 O O 0 O01
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Teoremas limite

Longo prazo:

.09 .009 .0009 .00009 9.0x107% 1.0x10°°
.09 .009 .0009 .00009 9.0x107% 1.0x10°°
.09 .009 .0009 .00009 9.0x107% 1.0x10°°
.09 .009 .0009 .00009 9.0x10°% 1.0x10°°
.09 .009 .0009 .00009 9.0x107% 1.0x10°°
.09 .009 .0009 .00009 9.0x107% 1.0x10°°
.09 .009 .0009 .00009 9.0x107% 1.0x10°°

B
[o¢]
I
©©©oo©®©oo
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Teoremas limite
Cadeias Regulares, i.e., com P regular :
@ namero finito de estados;
(k) .
e P, com 'Dij > 0 V(/,j), para algum k.
Existe Distribuicdo limite

n = (mp, 1, ..., TN)
= Im P
o= n||_r>noo P; > 0.

Teorema (Cadeia Regular)

A distribuicdo limite (7o, 71, ..., 7Ty) € a Gnica solugdo ndo
negativa de:

mi o= Y mPy Vj=01--- N&m=nP

Zﬂk:].
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Teoremas limite

Notas:
o nP? = (nP)P =m;---; nP" = m;
@ Distribuigio-limite:

= IlnooP( )VJGS

n

@ Distribuic3o estacionaria:

lim Pr{X,=i}VieS$s

n—oo

o Pode n3o existir o lim. = 7 distr. estacionaria;
o Pode existir o lim. mas n3o & d.prob. = 3 distr. estacionaria;

@ Se existe distr.-limite, existe distr. estacionaria e coincidem ;
@ Pode nio existir distr.-limite e existir distr. estacionaria;

@ Pode existir distr. estacionaria e n3o existir distr.-limite.
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Teoremas limite

Example (S =1,2)

10 , [0 1
0 1]_”3_[1 o}"'

n par

- = 7 dist.lim.
n impar

Pr{X, =1} = Pr{X,=1|Xo=1}Pr{Xy =1}
FPrH{X, = 1|Xo = 2} Pr{Xo = 2}
n 1 n 1
= Pr{X,=2} = 1/2.
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Teoremas limite




Processos Poisson

Um processo estocastico &€ um processo de contagem
{X(t); t >0} se X(t) & o namero de acontecimentos em [0, t).

Definition

Um processo de contagem {X(t); t > 0} com X(0) = 0 diz-se um
Processo de Poisson de intensidade A se verificar as seguintes
condicdes:

(a) {X(t); t > 0} tem incrementos estacionarios e independentes;

(b) Para qualquer t > 0, X(t) tem distribuicdo de Poisson de
média At.




Processos Poisson

Varias maneiras de identificar um Pr. Poisson:
@ Processo de Nascimento ¢/ taxa de nascimento constante;
@ Proc. de Renovamento ¢/ tempo inter-chegadas Exponencial;
@ Processo com espaco de chegadas nos inteiros nio-negativos,
incrementos estacionarios e saltos unitarios.
Seja N ((a, b]): No eventos no intervalo (a, b].

Al: Sejatg=0<t; < - <ty Asva.'s
N ((0,t1]) , N ((t1, t2]), ..., N ((tm—1,tm]), sdo
independentes.
A2: Vt>0,h>0, N((t t+ h])
A3: 3 const. A > 0:

2 N ((0, h)) = N(h).

Pr[N ((t,t+ h]) > 1] = Ah+o(h) gdo h | 0, limhwo(hh) =0

A4: Pr[N ((t,t+ h]) > 2] =o(h) gqdo h] 0.




Processos Poisson

Comentarios

Al: Eventos independentes;

A2: Estacionaridade: N ((s, t]) g N(t —s). Processo homogéneo.
A3: Lei dos Acontecimentos Raros

A4: Auséncia de eventos simultdneos

E suficiente o conhecimento da distribuicdo N(t).

>




Processos Poisson

Taxas das intensidades de transicdo. Matriz Geradora
Os Axiomas 3 e 4 podem ser escritos da seguinte forma:

1] =Ah+o(h), h]O;
(it): Pr[X(t+h)—X(t)=0]=1—Ah+o(h), h]O
0

;1] =o(h), h|0

—A se j=i
Hij = A se Jj=i+1
0 outros

A Matriz Geradora é contituida pelas intensidades, “/ para j°. Ndo
sdo probabilidades, as linhas tém soma igual a "0".
As Equacdes diferenciais de Kolmogorov constroem-se a partir de:

U t—|—h ZP’k PkJ V(I,J)
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Distribuicdes Associadas

Teorema

O tempo de espera, W, ~ Erlang(n, A)

Teorema

A sucessdo de tempos entre chegadas sucessivas,
S0, 51, -+, Sn_l"de'Erlang(l,/\) (= Exp(A))

Teorema
Para0<u<t, 0< k<n,

N(u)|N(t) = n ~ Binomial(n; p = u/t)

Teorema

| A

Suponha-se que se deu um evento em Sy = s € (0; t]. Entdo,
So|N(t) =1 ~ Uniforme ((0; t]).

N
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Processos derivados do processo de Poisson

Processso de Poisson ndo homogéneo.
Axioma 3 é modificado. A3*:

Pr[N ((t,t+h]) > 1] = A(t)h+o(h), h |0,

Processo de Poisson generalizado
Combinac3o de processos de Poisson independentes

Processo de Poisson misto

Processo de Poisson composto
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Processos derivados do processo de Poisson

Processo de Poisson composto, {X;;t > 0} :
N
Xt - Z Y]

j=1

com {N; t > 0} Processo de Poisson e { Y} ; sequéncia de v.a.’s
i.i.d. e independente de {N;}.

E[X:] = At x E[Y]; V[X]=Atx E[Y?];

Fx (x) = iOF(Y*”)(X)Pr[Ntzn];
Mx,(s) = My, (InMy(s)) = exp {At (My(s) — 1)} .

Aplicacdo em Teoria do Risco: Sinistros chegam a uma seguradora
segundo um pr. de Poisson, com intensidade A e montante
individual 7: Y;.
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Processo de Poisson misto. Processo de Polya

Para um dado A fixo Ny —~ Poisson(At). Se A for uma realizagio
de uma variavel aleadria, seja A, entdo N(t) ndo condicional em A
tem distribuicdo Poisson mista.

Se

A ~ Gama(r; 8 = p/(1—p)) = N(t) ~ Binomial negativa(r;p)

com func3o probabilidade

00 k
F(klr.p) = /0 e““kt!) dU(A)

L(r+k) ,

= WP (1-p)",

sendo U(-) a f.d. de A, conhecida por distribuicdo estrutural.
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{X(t).t =0}
@ Tenhamos presente a propriedade de Markov e
Pij(s.t) = PriX(t) = j|X(s) = i};
e Vamos tratar apenas cadeias homogéneas:
Pij(t) = Pr{X(s+t) = j|X(s) =i}
@ Recuperemos os Axiomas do Pr. de Poisson (de outra forma):

(i): PriX(t+h) — X(t) =1|X(t) =x] =Ah+o(h), h]O;
(ii): Pr[X(t+h)—X(t) =0|X(t) =x] =1—Ah+o(h), h|0
(iif): X(0) = 0.

Notas: As Probabilidades acima ndo dependem de x. O
Processo de Poisson é um processo de nascimento puro.
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Processo de Nascimento Puro

Generalizemos o Processo de Poisson permitindo a possibilidade
dos incrementos (Nascimentos) dependerem do no. eventos ja
ocorridos.

(Processo de nascimento puro)
(i): PriX(t+h) — X(t) =1|X(t) = k]
= Pik+1(h) = Akh+o(h), h ] 0;
(ii): Pr(X(t+h)— X(t) =0|X(t) = K]
— Peslh) = 1= Aeh+o(h), h 10
(iii): Pr(X(t+h)— X(t) <0|X(t) =k]=0,k>0
(iv): X(0) =0.




Cadeias Markov tempo continuo
ce00

Processo de Nascimento Puro

Teorema

Seja Pp(t) = Pr{X(t) = n}. P,(t) satisfaz o sistema de equacées
diferenciais, para t > 0,

Pé(t) = —/\Opo(t)
Ph(t) = =AnPy(t) + An—1Pn-1(t) n>1

com as condicées iniciais

Po(t) = e’Aot

t
P(t) = An_le*A"t/O P 1(x)dx n=12,...
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Processo de Nascimento Puro

Quando as taxas Ag = A1 = ... = A temos o Processo de Poisson.
Quando Ag, A1, ... s3o todos diferentes:

Teorema

Po(t) = e Mot

P]_(t) = )\0 (Ali/\oe_/\ot + )LOE/\le_/\lt> ’
P.(t) = Ag...An_1[Bo.ne "t + ... B, e ], paran > 1,

Bon=[(A1 —A0)...(An—A0)] .

Bin = [H?:O,iyék()‘i - )\k)} _1.
Bon=[(Ao—An) ... (Ano1 — AR .

Demonstracdo por inducio.
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Processo de Nascimento Puro

Sejam S; o tempo decorrido entre o k-ésimo e o k 4 1-ésimo
k—1

nascimento, e W) = Z S;, o instante do nascimento k.
i=0

Teorema

Sk ~ EXp(/\k),Vk = 0, 1,

e sdo independentes.

Teorema

[e0] [o0]

, . 1,
Z Pn(t) =1 para todo o t fixo, se e s6 se a série Z — diverge.
n=0

n=0 "*n
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Processo de Morte Puro

Se em t, X(t) = k, o processo pode mover-se posteriormente para
k—1. Pj

(Processo de morte puro)

) P,",'_l(h) = ]/lkh—l- O(h), h \L 0, i=1,..., N,'
(ii): Pi(h) =1—puxh+o(h)=, hl0 k=1,...,N;
): Pi(h) =0,i < j;

): X(0) = N;
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Processo de Morte Puro
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Processos de Nascimento e Morte

Se em t, X(t) = n, o processo pode mover-se posteriormente para
n—1oun+1. Pj(h)=PriX(t+h) =j|X(t) =],
$={01,...}
(Processo de nascimento e morte)

i): Piit1(h) =Aih+o(h), h]0,i>0;
i): Pii—1(h) =pih+o(h)=, h]0,i>1;
(ii): Pi(h)=1—(Aj+ui)h+o(h)=, h]0,i>0;

)

)

s BlO) = diy
o =0,A0>0, i, A >0,i=12,.....

Aplicacdes em desenvolvimento de populacdes, filas de espera...
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Processos de Nascimento e Morte ©®0000000
Matriz Geradora do processo
[t Ao 0 0... .
wr —(A+m) A 0
0 M2 — (A2 + u2) As
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Processos de Nascimento e Morte

Em modelos de desenvolvimento de populacdes, “modelos lineares”,
com Taxas de Natalidade e Mortalidade:

@ A; = A: Tx Natalidade constante, entradas por imigracio;

@ A; = iA: A — Taxa de natalidade por individuo;

© A; = iA+ a: Entradas por nascimento como em (2) e por
Imigragao;

© i = p: Saidas por emigragdo;

© u; = iu: p — Taxa de mortalidade por individuo,

o

Wi = iy + b: Saida por morte, como em (5) e por emigragdo.

Nota: O processo de Poisson é um processo de emigragdo pura.
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Processos de Nascimento e Morte

Equacdes de Chapman-Kolmogorov:

Pi(t+s) =Y Pi(s)Pii(t) = Y_ Pi(t)Pii(s) V(i.Jj).
keS keS

Matricialmente:
[Pij(t+s)] =P(t+s) =P(s)P(t) = P(t)P(s).

Taxas de transicdo ou intensidades de transicdo ou forcas de
transicdo (ndo sdo probabilidades) supde-se que Pjj(t) é continua e
diferenciavel em t:

com
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Processos de Nascimento e Morte

Exemplo (Processo de Poisson)

—A se j=i
aj = A se Jj=i+1
0 outros

A Matriz Geradora, A, é contituida pelas intensidades, “i para j",
as linhas tém soma igual a "0".

Exemplo (Processo com 2 estados. Grafo e Matriz geradora)

]_— 0.5

State 1 State 2 _0.5 0.5
1.2
L 12 -1.2
A=
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Processos de Nascimento e Morte

Exemplo (Modelo Saude-Doenga-Morte)

o
H: Healthy S: Sick
<———p—'
m v
=0l o y
D: Dead A= P —/5 -v v
0 0
’




Cadeias Markov tempo continuo
000000800

Processos de Nascimento e Morte

state 0 state 1

d

%POl(t) = Poo(t)}lol + P01(t)pt11 =0, Olpoo(t) —0, 10P01(t)
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Processos de Nascimento e Morte

Exemplo

0.02 0.15

0.05 0.40

dead
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Processos de Nascimento e Morte

Equacdes diferenciais de Kolmogorov, progressivas e regressivas

Teorema (Equagdes regressivas de Kolmogorov)

Pi(t) = AiPiv1j(t) — (A + wi) Py(t) + wiPim1j(t), > 1;
Poj(t) = —AoPoj(t) + AoPy(t);

com as condicdes iniciais Pjj(0) = Jj;.

Demonstracio.

Pj(t+ h)=
=Y k=0 Pix(h) Pki(t)
=Pii+1(h) Piy,j(t) + Pii(h) Py(t) + Pii—1(h)Pi—1,i(t) 4 o(h)
=Pit1,j(t)Aih+ P(t) [1 = (Aj + pi) h] + Pi—1,j(t)pih +o(h)

L]
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PNM com Estados absorventes

Em PNM havendo uma transicdo em t, tem-se:

A
i—i+1 c.p.
P Ai 4 pi
. . Hi
i—i—1 c.p.
P Ai 4 i

S3o frequentes aplicacdes com Ag = 0, processos lineares sem
migragdo: Ay = kA, ux = kp. Quantidades de interesse, e.g.:
u;: Probabilidade de absorcdo no estado "0", partindo de /;
w;: Tempo médio de absorcdo partindo do estado i;
Analise baseada no 1° passo:

up = d Uiyl + Hi uj_
At +1 Nt 1
u — 1.
L, M +
w;, = wi_1.
' Ai+ui A+ Wi )\,—1-]/!; 1

Si: Tempo de permanéncia no estado i; S; —~ Exp(A; + ;).
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PNM com Estados absorventes

Quantidades de interesse, e.g.:

@ Probabilidade de absorcdo no estado "0", partindo de m:

LiZmPi .
=T, veo . S€ i< oo
1+3Y2q 0 ;P

@ Se ), pi=ocoentdo uy =1 e o tempo médio até a
absorc3o partindo de m

© 1
m= Lt

se Y21 (Aipi) < o0
L Hipa... Ui
° p’ T Aol A

m—1

1
" T

[y
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Cadeias de Markov com Espago dos Estados Finito

{X(t);t >0}, Pr. Markov com S = (0,1,2,..., N). P;(t)
satisfaz

a) Py(t) >0
b) ZJ'NZO Pj(t)=1,VieS§
c) Px(s+t)= ZJ'N:o Pij(s)Pj(t) t,s > 0, matricialmente

P(t+s) =P(t)P(s) t,s >0
d) P;(0) = 6;;; matricialmente

P(0) =1
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Cadeias de Markov com Espago dos Estados Finito

Matriz A das taxas de transic3o infinitesimais

[ —q0 qo1 ... qon
qgo —q ... QN
A= ,com
ano  4dni —dan
1— Pii(h)
3 — | 1
ai T h
) P;i(h) . .
a = ,lim L%
Na forma matricial,
P(h) —1
A = Im (h)



Cadeias Markov tempo continuo
oce

Cadeias de Markov com Espago dos Estados Finito

Recorrendo a P(t + h) = P(t)P(h) = P(h)P(t), h ] 0

P(t+h) = P() _ PWOIP() 1] _ P(h) 15
h

Portanto
P'(t) = P(t)A = AP(t),

com P/(t) = [P,’J(t)]
As equacdes podem ser resolvidas, sob a condic3o inicial,

00 ngyn
P(t) =ef =1+ ATt
n

!
— n!

O tempo de permanéncia no estado / tem distribuicio exponencial
com parametro g;.
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Definicdes e exemplos

O conceito de Martingala tem origem numa estratégia de jogo.
Seja X, a fortuna de um jogador apés a n—ésima jogada de um
jogo equitativo.

Definicdo

Diz-se que {Xp;n =0,1,...} é uma martingala se para todo o
n=0,1,..., exp, ..., Xn,

Q E[|Xs|] < oo;
Q E(Xnt1|Xo =x0, X1 = x1,..., Xp = Xn) = Xp.

Em média a fortuna de um jogador na jogada seguinte é a mesma
que tinha 3 partida.

Sejam ¢1,Co, ... v.a. independentes com média nula. Entdo
Xy =x0+ &1+ ...+ &n é uma martingala.

A generalidade dos jogos de casino ndo é equitativo, mas sim
enviesado contra o jogador ("‘S3o jogos de perca esperada’).
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Definicdes e exemplos

SuperMartingalas e SubMartingalas

Os jogos de casino ndo sio equitativos, sdo enviesados contra o
jogador.

Definicdo

{Xnin=0,1,...} é uma supermartingala se os ganhos esperados

do jogador s3o negativos, i.e. se para todoon=0,1,... e
X01 '-'1Xn1
Q E[[Xy]] < oo;

Q E(Xpt1|Xo =x0, X1 = x1,..., Xn = xn) < Xp.

De modo analogo se define submartingala.

Seja uma populagdo em que cada individuo origina um nimero
aleatdrio, i.i.d., de elementos, com média . Seja Z, a dimensdo da
populagdo no instante n. M, = Z,/u" é uma martingala.




Martingalas
©00®00

Definicdes e exemplos

Definicdo de martingala, mais geral:

Definicio
Considerem-se dois processos estocdsticos {X,;n=10,1,...} e
{Yn;n=0,1,...}.A sequéncia {X,;n=0,1,...} éuma
martingala em relacdo a {Y,;n=0,1,...} se para todo o
n=20,1,..

(i) E[|Xn]] < oo,

(i1) E(Xns1| Yo, Yi, ..., Ya) = Xo.

@ Y, pode ser interpretado como o estado do sistema em n
e Hn,= (Yo, Y1,..., Ys) traduz a informagdo/histérico, n.

@ O histérico determina X, no sentido em que X, € uma fun¢do
de (Yo, Yl, ey Yn) -éa fungéo E(Xn+1‘Y0, Y1, . Y,,).



Martingalas
0000

Definicdes e exemplos

Seja Yo=0e Y1, Ya,... va. iid com E[Y,] =0 e V]Y,] = 2.
Prove que o seguintes processos sdo martingalas:

e {X;;n=0,1,...}, com

X =YY
j=0
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Definicdes e exemplos

Definition

A sequéncia {X,} &€ uma submartingala em relagdo a {Y,} se para
n=20,1,...,
(i) E[X;] < o0, onde X} = max{0, X, },
(i) E(Xns1| Yo, Yi,- -+, Ya) > X
(iii) X, &€ uma funcdo de (Yo, Y1,..., Yn).

Definition

A sequéncia {X,} € uma supermartingala em relagdo a {Y,} se
paran=20,1,...,
(i) E[X, ] > —o0, onde X, = min{0, X, },
(i) E(Xn+1] Yo, Y2, .., Yn) < Xo.
(iii) X, é uma fung¢do de (Yo, Y1,..., Ya).
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Propriedades elementares

E[Xn1] = E[E[Xns1|Hn]] = E[Xpsa] = ... = E[Xo], Vn > 0
E[Xo 4l Ha) = ELE Xk [Hal] = EXps 1Ha] = .. =
EXn+1|Hn] = Xn, Vk > 1;
Sejam os incrementos: Z, = X, — X,_1, Zo = Xo.
o Cov[Zy; Z,, k] =0, aplicando a propriedade iterativa de E[.].
o E[Z;] =0. Var[X,]| =Y 4 Var[Z]
Recorrendo a desigualdade de Jensen pode demonstra-se que
se {X,} € martingala entdo {|X,|} é submartingala.
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Propriedades elementares

Definition (Tempo de Markov)

Uma variavel aleatéria T & um tempo de Markov ou ‘stopping
time” ou ainda ‘optional stopping” em relacdo a {Y,} se T toma

valoresem 0,1,...,00ese, paratodoon=20,1,..., 0
acontecimento { T = n} é determinado por H, = (Yo, ..., Yn).
Seja

| Xs se n<T
X"_{XT se n>T (2)

Prova-se que se {X,} € uma martingala, submartingala ou
supermartingala em relacio a {Y,}, entdo a sequéncia {X,} tem a
propriedade correspondente.

Demonstram-e varios teoremas enunciando condicBes para que
numa (super)martingala E[Xo](>) = E[X7].
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Propriedades elementares

Uma martingala {X,} tal que {E[X,]} seja limitada, ou uma
supermartingala ndo negativa (X, > 0, Vn), converge com
probabilidade um.
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Desigualdade de Kolmogorov

Theorem (Desigualdade Kolmogorov p/ submartingalas fi negativas)

Seja {X,} uma submartingala ndo negativa (X, > 0, ¥n). Entdo
para qualquer m positivo,

E[X,]
P X < —
toZg, Xe>m < =g

Seja {X,} uma martingala. Entdo para todo o m positivo,

E[| Xx|]
P X < .
r{025§n| k| > m} < -
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Desigualdade de Kolmogorov

Seja {X,} uma martingala ndo negativa. Ent3o para todo o m
positivo,

E[Xo]
P X < .
g Xe>m <=0 ®

Theorem (Desigualdade de Kolmogorov para supermartingalas n3o

negativas)

Seja { X} uma supermartingala ndo negativa (X, > 0, ¥n). Entdo
para qualquer m positivo,

Pr{oznne;xooXn > m} < o (4)
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Desigualdade de Kolmogorov
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