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Introdução

Noções gerais

Definição

Dado um espaço de probabilidades (Ω,A,P) e um conjunto
arbitrário T , um processo estocástico é uma função real e finita,
X (t,ω), definida em T ×Ω, que para cada t fixo, t ∈ T , é uma
função mensurável de ω ∈ Ω. Simbólicamente,

{X (t,ω); t ∈ T} .

Para t fixo, t ∈ T , X (t,ω) é uma v.a., um P.E. pode interpretar-se
como uma família de variáveis aleatórias. Simbologia comum:

{X (t) ; t ∈ T} , {X (t)}t∈T , {Xt ; t ∈ T} , {Xt}t∈T .

Processo estocástico vectorial:

{[X1(t),X2(t), . . . ,Xk(t)] ; t ∈ T} .
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Introdução

Definição
Uma trajectória ou uma realização de um processo estocástico
{X (t) t ∈ T} é uma afectação, a cada t ∈ T , de um valor possível
de X (t).

Definição
O conjunto formado pelos sucessivos valores de uma trajectória de
um processo estocástico referentes a um período limitado de tempo
chama-se série temporal. Quando a trajectória é observada durante
o período T = {1, 2, ..., n} diz-se que se está perante uma sucessão
cronológica.
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Introdução

Example (Processo de Bernoulli)

Seja uma sucessão infinita de provas de Bernoulli, o intervalo de
tempo entre cada prova é igual à unidade, a primeira prova
realiza-se no instante 0. T = {0, 1, 2, . . .}, o resultado de cada
prova

X (t) =
{

1 se a t + 1− «esima prova «e um sucesso
0 se a t + 1− «esima prova «e um insucesso

Pr{X (t) = 1} = p; Pr{X (t) = 0} = q = 1− p.
X (t) é uma v.a. de Bernoulli e a sucessão, {X (t); t = 0, 1, 2, . . .}
é um processo de Bernoulli.



Sumário Intro Cadeias Markov tempo discreto Processos Poisson Cadeias Markov tempo contínuo Martingalas

Introdução

Exemplo (Processo Binomial)

Observação de um fluxo de impulsos de Bernoulli ("1"ou "0")
independentes, nos instantes t = 0, 1, 2, . . .. Pretende-se realizar a
contagem do número de impulsos verificados até ao instante de
amostragem t.

Z (t) =
{

1 presença de impulso em t
0 ausência de impulso em t

O resultado da contagem para cada t

X (t) =
t

∑
s=0

Z (s) ∼ Binomial(t + 1; p)

A sucessão das v.a. {X (t); t = 0, 1, 2, . . .} é um processo binomial.
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Introdução

Exemplo (Passeio Aleatório)

Seja uma partícula em movimento que ocupando a posição inicial
X0, observada nos pontos t = 1, 2, . . .. Em t = 1 sofre um salto
Z (1), v.a. com f.d. F (.). Em t = 1 salta para o nível
X (0) + Z (1). Em t = 2 verifica-se novo salto, Z (2), v.a. i.i.d de
Z (1) e assim sucessivamente. Depois de t saltos a posiçãoé

X (t) = X (0) + Z (1) + . . . + Z (t) = X (t − 1) + Z (t),

Z (t), t = 1, 2, . . . é uma sucessão de v.a. i.i.d.. A partícula realiza
um passeio aleatório caracterizado pelo processo
{X (t); t = 0, 1, 2, . . .}.

Exemplo (Passeio Aleatório Simples)

Caso particular do anterior em que os saltos Z (t) = 1, 0,−1 com
probabilidades p, 1− p − q e q respectivamente, p + q ≤ 1.
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Especificação

Especificação

De ordem 1: X (t) ∼ FX (t)(x ; t)
De ordem n:
Para um conjunto arbitrário, mas finito, de valores de t ∈ T , seja
t1, t2, . . . , tn, as correspondentes variáveis aleatórias,
X (t1),X (t2), . . . ,X (tn), possuem função de distribuição conjunta,

F (x1, x2, . . . , xn ; t1, t2, . . . , tn) (1)

Definição

A lei temporal associada com o processo {X (t); t ∈ T}, é a família
constituida pelas funções (1.4) para n = 1, 2, . . . e todos os possíveis
valores tj , j = 1, 2, . . . , n.
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Classificação

S Espaço de Estados: Domínio, valores possíveis de
X (t)

T Conjunto dos índices, do do parâ metro.

Os processos estocásticos são distinguidos pelo seu:
Espaço de Estados
Conjunto de Índices
Pelas relações de dependência entre as v.a.’s X (t).

Os processos podem ter Parâmetro ou Espaço de estados discretos
ou contínuos.
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Classificação

Tipos clássicos de processos estocásticos

Processos com incrementos independentes
Processos com incrementos estacionários
Martingalas
Processos de Markov
Processos estacionários
Processos de renovamento
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Definições

Definição

Uma cadeia de Markov em tempo discreto {Xn} é um processo de
Markov com espaço de parâmetros discreto e espaço de estados
também discreto.

É costume representar-se o espaço dos estados por (0,1,2,. . . ), o
que faremos se nada dissermos em contrário, bem como
T = (0, 1, 2, . . .). Diz-se que Xn está no estado i se Xn = i .

Definição
Uma cadeia de Markov diz-se homogénea ou com probabilidades de
transição estacionárias quando as probabilidades de transição num
passo são independentes da variável tempo (i.e. do valor n).
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Definições

Probabilidade de transição para estado j em n+ 1 se estava
no estado i em n:

Pn,n+1
ij = Pr{Xn+1 = j |Xn = i}

P (m,n)
ij : probabilidades de transição em (n−m) passos

Pm,n
ij = Pr{Xn = j |Xm = i},

satisfazendo:

Pm,n
ij ≥ 0, i , j ∈ S , ∑

j
Pm,n

ij = 1 , m < n .
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Definições

Sem perda de generalidade vamos assumir que
S = N0 = {0, 1, 2, 3, ...}.

Teorema (Equação Chapman-Kolmogorov)

Para n > u > m ≥ 0

P (m,n)
ij =

∞

∑
k=0

P (m,u)
ik P (u,n)

kj , ∀(i , j)
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Matrizes de probabilidades de transição

Limitamos o estudo a cadeias homogéneas: Pn,n+1
ij = P (1)

ij = Pij ;

Ps,s+n
ij = P (n)

ij .
Matriz das probabilidades de transição num passo, P = [Pij ] : :

P =



P00 P01 P02 . . .
P10 P11 P12 . . .
P20 P21 P22 . . .
· · · ·
· · · ·
· · · ·


Matriz de Markov ou matriz de probabilidades de transição do
processo. A matriz P é tal que

Pij ≥ 0 i , j = 0, 1, 2, . . .
∞

∑
j=0

Pij = 1 i = 0, 1, 2, . . .
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Matrizes de probabilidades de transição

Especificação:
O processo fica completamente especificado quando se conhece P e
a f. p. de X0, pi = Pr{X0 = i}, i = 0, 1, 2, , . . .:

Pr{X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in} =
= Pr{Xn = in|X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn−1 = in−1}
×Pr{X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn−1 = in−1}

= Pr{Xn = in|Xn−1 = in−1}Pr{X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn−1 = in−1}
= Pin−1,inPin−2,in−1 . . .Pi0,i1pi0 .

Definição
Designa-se por matriz de probabilidades de transição em n passos,
a matriz P(n) = [P (n)

ij ], com

P (n)
ij = Pr{Xn+s = j |Xs = i}
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Matrizes de probabilidades de transição

Equação Chapman-Kolmogorov:

Teorema (Cadeia homogénea)

P (n)
ij =

∞

∑
k=0

PikP
(n−1)
kj ∀(i , j)

Pn = PPn−1
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Estudo de algumas aplicações

Example (T&K, pag.102, Ex. 2.2)

Uma partícula move-se pelos estados {0, 1, 2} de acordo com uma
cadeia de Markov cuja matriz

P =

 0 1/2 1/2
1/2 0 1/2
1/2 1/2 0



P2 =

 1
2

1
4

1
4

1
4

1
2

1
4

1
4

1
4

1
2

 ;P3 =

 1
4

3
8

3
8

3
8

1
4

3
8

3
8

3
8

1
4

 ;P4 =

 3
8

5
16

5
16

5
16

3
8

5
16

5
16

5
16

3
8

 ;

P5 =

 5
16

11
32

11
32

11
32

5
16

11
32

11
32

11
32

5
16

 ;P10 =

 171
512

341
1024

341
1024

341
1024

171
512

341
1024

341
1024

341
1024

171
512


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Estudo de algumas aplicações

Exemplo (Um modelo de aprovisionamento)

Considere um determinado produto que é aprovisionado por ordem
a satisfazer determinada procura. O reaprovisionamento de stocks
faz-se ao fim de cada período de actividade n = 0, 1, 2, · · · , e
consideramos que a procura total para o produto durante o período
n é uma variável aleatória ξn cuja função de distribuição é
independente do período de tempo,

Pr[ξn = k ] = ak para k = 0, 1, 2, · · · ,

onde ak ≥ 0 e ∑∞
k=0 ak = 1. O nível de stock é examinado ao fim

de cada período.
Consideram-se os valores críticos s e S (S > s ≥ 0) :
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Estudo de algumas aplicações

Exemplo
Se ao fim de cada período a quantidade de stock não for
superior a s então é imediatamente procurada uma quantidade
de produto necessário para aumentar a quantidade de stock
actual até ao nível S;
Se, pelo contrário, a quantidade de stock disponível é maior
que s, então não há lugar a reaprovisionamento.

Seja Xn a quantidade de stock existente ao fim do período n
imediatamente antes de eventual reaprovisionamento. Os estados
do processo {Xn} consistem nos seguintes valores do montante em
stock

S , S − 1, · · · ,+1, 0,−1,−2, · · · ,

Valor negativo é interpretado como procura não satisfeita e que
será imediatamente preenchida através de reaprovisionamento.
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Estudo de algumas aplicações

Justificar que {Xn} é uma cadeia de Markov.
Identifique as probabilidades de transição Pij .

Particularizemos o problema considerando um modelo de
aprovisionamento de peças sobressalentes, no qual apenas 0, 1 ou 2
componentes ou peças são procurados em cada período, com f.p.

Pr[ξn = k ] =


0, 5 k = 0
0, 4 k = 1
0, 1 k = 2

e suponha s = 0 e S = 2.
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Estudo de algumas aplicações

Exemplo (A Urna de Ehrenfest)

Modelo matemático clássico de descrição da difusão através de uma
membrana. Imagine dois recipientes contendo um total de 2a bolas
(moleculas). Suponha que o primeiro recipiente, seja A, contém k
bolas e o segundo recipiente, B, contém as restantes 2a− k bolas.
Uma bola é selecionada ao acaso (todas as tiragens são igualmente
prováveis) da totalidade das 2a bolas e movidas para o outro
recipiente. (Uma molecula difunde-se aleatoriamente através da
membrana). Cada selecção gera uma transição do processo. As
bolas flutuam entre os dois recipientes com maior tendência da
urna com maior concentração para a urna com menor.
Considere que Yn é o número de bolas na Urna A no período n e
defina Xn = Yn − a.

Justificar que {Xn} é uma cadeia de Markov.
Identifique as probabilidades de transição Pij .
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Estudo de algumas aplicações

Exemplo (Um modelo discreto de Fila de Espera)

Clientes chegam para atendimento em determinado serviço tomam
o seu lugar na fila. Durante cada período de tempo apenas um
cliente é atendido, desde que haja pelo menos um cliente para
atender. Se não houver qualquer cliente para atendimento não há
prestação de serviço. Imaginemos por exemplo uma paragem de
taxis à qual um taxi chega em intervalos de tempo fixos para
prestarem serviço. Se ninguém está presente o taxi parte. Durante
um período de serviço podem chegar mais fregueses.
Suponhamos que o número de clientes que chegam durante o
período n é uma variável aleatória ξn cuja distribuição é
independente do período e é dada por:

Pr[ξn = k ] = ak para k = 0, 1, 2, · · · ,

onde ak ≥ 0 e ∑∞
k=0 ak = 1.

Assumimos também que as variáveis ξ1, ξ2, · · · são independentes.
O estado do sistema no começo de cada período é definido como
sendo o número de clientes em espera na fila para atendimento:
{Xn}.

Justificar que {Xn} é uma cadeia de Markov.
Identifique as probabilidades de transição Pij .
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Análise baseada no primeiro passo

Equação Chapman-Kolmogorov:

Teorema

P (n)
ij = ∑∞

k=0 PikP
(n−1)
kj ∀(i , j) ;Pn = PPn−1
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Análise baseada no primeiro passo

Exemplo

P =


0 1 2 3

0 1 0 0 0
1 P10 P11 P12 P13
2 P20 P21 P22 P23
3 0 0 0 1

.

Estados 0, 3: absorventes; 1, 2: transientes (limn→∞ P (n)
ij = 0)

Sejam
T = min{n ≥ 0;Xn = 0 ou Xn = 3},

ui = Pr{XT = 0|X0 = i} para i = 1, 2,
vi = E[T |X0 = i ] i = 1, 2.
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Análise baseada no primeiro passo

Exemplo (Cont.)

Para X0 = 1 e X0 = 2:

u1 = P10 + P11u1 + P12u2,

u2 = P20 + P21u1 + P22u2.

P =


0 1 2 3

0 1 0 0 0
1 0.4 0.3 0.2 0.1
2 0.1 0.3 0.3 0.3
3 0 0 0 1

.

u1 = 30/43; u2 = 19/43
v1 = 90/43; v2 = 100/43.



Sumário Intro Cadeias Markov tempo discreto Processos Poisson Cadeias Markov tempo contínuo Martingalas

Classificação dos estados

Estados comunicantes
Cadeias irredutíveis

Estados periódicos e aperiódicos
Período do estado
Cadeias periódicas

Recorrência
Estados recorrentes ou persistentes: recorrente positivo ou nulo
Estados não recorrentes, transitórios, transientes
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Teoremas limite

Exemplo (T&K, pag.102, Ex. 2.2, cont.)

P =

 0 1/2 1/2
1/2 0 1/2
1/2 1/2 0



P2 =

 1
2

1
4

1
4

1
4

1
2

1
4

1
4

1
4

1
2

 ;P3 =

 1
4

3
8

3
8

3
8

1
4

3
8

3
8

3
8

1
4

 ;P4 =

 3
8

5
16

5
16

5
16

3
8

5
16

5
16

5
16

3
8



P5 =


5
16

11
32

11
32

11
32

5
16

11
32

11
32

11
32

5
16

 ;P10 =


171
512

341
1024

341
1024

341
1024

171
512

341
1024

341
1024

341
1024

171
512


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Teoremas limite

P100 =


211275100038038233582783867563
633825300114114700748351602688

422550200076076467165567735125
1267650600228229401496703205376

422550200076076467165567735125
1267650600228229401496703205376

422550200076076467165567735125
1267650600228229401496703205376

211275100038038233582783867563
633825300114114700748351602688

422550200076076467165567735125
1267650600228229401496703205376

422550200076076467165567735125
1267650600228229401496703205376

422550200076076467165567735125
1267650600228229401496703205376

211275100038038233582783867563
633825300114114700748351602688



≈

 0.33333 0.33333 0.33333
0.33333 0.33333 0.33333
0.33333 0.33333 0.33333


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Teoremas limite

Let a Markov chain with transition matrix:

P =



0 1 2 3 4 5 6
0 0.9 0.1 0 0 0 0 0
1 0.9 0 0.1 0 0 0 0
2 0.9 0 0 0.1 0 0 0
3 0.9 0 0 0 0.1 0 0
4 0.9 0 0 0 0 0.1 0
5 0.9 0 0 0 0 0 0.1
6 0.9 0 0 0 0 0 0.1


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Teoremas limite

Longo prazo:

P8 =



. 9 .0 9 .00 9 .000 9 .0000 9 9.0× 10−6 1.0× 10−6

. 9 .0 9 .00 9 .000 9 .0000 9 9.0× 10−6 1.0× 10−6

. 9 .0 9 .00 9 .000 9 .0000 9 9.0× 10−6 1.0× 10−6

. 9 .0 9 .00 9 .000 9 .0000 9 9.0× 10−6 1.0× 10−6

. 9 .0 9 .00 9 .000 9 .0000 9 9.0× 10−6 1.0× 10−6

. 9 .0 9 .00 9 .000 9 .0000 9 9.0× 10−6 1.0× 10−6

. 9 .0 9 .00 9 .000 9 .0000 9 9.0× 10−6 1.0× 10−6


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Teoremas limite

Cadeias Regulares, i.e., com P regular :
número finito de estados;
P, com P (k)

ij > 0 ∀(i , j), para algum k .
Existe Distribuição limite

π = (π0,π1, ...,πN)

πj = lim
n→∞

P (k)
ij > 0.

Teorema (Cadeia Regular)

A distribuição limite (π0,π1, ...,πN) é a única solução não
negativa de:

πj = ∑ πkPkj ∀j = 0, 1, · · · ,N ⇔ π = πP
N

∑
k=0

πk = 1
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Teoremas limite

Notas:
πP2 = (πP)P = π; · · · ; πPn = π;
Distribuição-limite:

πj = lim
n→∞

P (k)
ij ∀j ∈ S

Distribuição estacionária:

lim
n→∞

Pr{Xn = i} ∀i ∈ S

Pode não existir o lim. ⇒ @ distr. estacionária;
Pode existir o lim. mas não é d.prob. ⇒ @ distr. estacionária;

Se existe distr.-limite, existe distr. estacionária e coincidem ;
Pode não existir distr.-limite e existir distr. estacionária;
Pode existir distr. estacionária e não existir distr.-limite.
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Teoremas limite

Example (S = 1, 2)

P =

[
0 1
1 0

]
→ P2 =

[
1 0
0 1

]
→ P3 =

[
0 1
1 0

]
· · ·

P (n)
ii =

{
1 i = 1, 2 n par
0 i = 1, 2 n impar

⇒ @ dist.lim.

Pr{Xn = 1} = Pr{Xn = 1|X0 = 1}Pr{X0 = 1}
+Pr{Xn = 1|X0 = 2}Pr{X0 = 2}

= P (n)
11 ×

1
2
+ P (n)

21 ×
1
2
= 1/2

⇒ Pr{Xn = 2} = 1/2.
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Teoremas limite
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Definition
Um processo estocástico é um processo de contagem
{X (t); t ≥ 0} se X (t) é o número de acontecimentos em [0, t).

Definition
Um processo de contagem {X (t); t ≥ 0} com X (0) = 0 diz-se um
Processo de Poisson de intensidade λ se verificar as seguintes
condições:
(a) {X (t); t ≥ 0} tem incrementos estacionários e independentes;
(b) Para qualquer t > 0, X (t) tem distribuição de Poisson de

média λt.
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Várias maneiras de identificar um Pr. Poisson:
Processo de Nascimento c/ taxa de nascimento constante;
Proc. de Renovamento c/ tempo inter-chegadas Exponencial;
Processo com espaço de chegadas nos inteiros não-negativos,
incrementos estacionários e saltos unitários.

Seja N ((a, b]): No
¯
eventos no intervalo (a, b].

Axiomas
A1: Seja t0 = 0 < t1 < · · · < tm. As v.a.’s

N ((0, t1]) ,N ((t1, t2]) , . . . ,N ((tm−1, tm]), são
independentes.

A2: ∀t ≥ 0, h > 0, N ((t, t + h]) d
=N ((0, h]) ≡ N(h).

A3: ∃ const. λ > 0:

Pr [N ((t, t + h]) ≥ 1] = λh+ o(h) qdo h ↓ 0 , limh↓0
o(h)
h

= 0

A4: Pr [N ((t, t + h]) ≥ 2] = o(h) qdo h ↓ 0 .
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Comentários

A1: Eventos independentes;

A2: Estacionaridade: N ((s, t]) d
=N(t − s). Processo homogéneo.

A3: Lei dos Acontecimentos Raros
A4: Ausência de eventos simultâneos

É suficiente o conhecimento da distribuição N(t).
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Taxas das intensidades de transição. Matriz Geradora
Os Axiomas 3 e 4 podem ser escritos da seguinte forma:

Axiomas
(i): Pr [X (t + h)− X (t) = 1] = λh+ o(h), h ↓ 0;
(ii): Pr [X (t + h)− X (t) = 0] = 1− λh+ o(h), h ↓ 0
(iii): Pr [X (t + h)− X (t) 6= 0; 1] = o(h), h ↓ 0

µij =


−λ se j = i
λ se j = i + 1
0 outros

A Matriz Geradora é contituída pelas intensidades, “ i para j”. Não
são probabilidades, as linhas têm soma igual a "0".
As Equações diferenciais de Kolmogorov constroem-se a partir de:

Pij (t + h) =
∞

∑
k=0

Pik(t)Pkj (h) ∀(i , j) .
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Distribuições Associadas

Teorema
O tempo de espera, Wn ∼ Erlang(n,λ)

Teorema
A sucessão de tempos entre chegadas sucessivas,
S0, S1, . . . , Sn−1

i .i .d .∼ Erlang(1,λ) (≡ Exp(λ))

Teorema
Para 0 < u < t, 0 ≤ k ≤ n,

N(u)|N(t) = n ∼ Binomial(n; p = u/t)

Teorema
Suponha-se que se deu um evento em S0 = s ∈ (0; t]. Então,
S0|N(t) = 1 _ Uniforme ((0; t]).
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Processos derivados do processo de Poisson

Processso de Poisson não homogéneo.
Axioma 3 é modificado. A3∗:

Pr [N ((t, t + h]) ≥ 1] = λ(t)h+ o(h), h ↓ 0 ,

Processo de Poisson generalizado
Combinação de processos de Poisson independentes
Processo de Poisson misto
Processo de Poisson composto
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Processos derivados do processo de Poisson

Processo de Poisson composto, {Xt ; t ≥ 0} :

Xt =
Nt

∑
j=1

Yj

com {Nt ; t ≥ 0} Processo de Poisson e {Yi}∞
i=1 sequência de v.a.’s

i.i.d. e independente de {Nt}.

E [Xt ] = λt × E [Y ] ; V [Xt ] = λt × E [Y 2] ;

FXt (x) =
∞

∑
n=0

F (∗n)
Y (x)Pr [Nt = n];

MXt (s) = MNt (lnMY (s)) = exp {λt (MY (s)− 1)} .

Aplicação em Teoria do Risco: Sinistros chegam a uma seguradora
segundo um pr. de Poisson, com intensidade λ e montante
individual i : Yi .
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Processo de Poisson misto. Processo de Polya

Para um dado λ fixo Nt _ Poisson(λt). Se λ for uma realização
de uma variável aleaória, seja Λ, então N(t) não condicional em λ
tem distribuição Poisson mista.
Se

Λ _ Gama(r ; β = p/(1−p))⇒ N(t) _ Binomial negativa(r ; p)

com função probabilidade

f (k |r , p) =
∫ ∞

0
eλt (λt)

k

k !
dU(λ)

=
Γ(r + k)
k !Γ(r)

pk(1− p)r ,

sendo U(·) a f.d. de Λ, conhecida por distribuição estrutural.
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{X (t), t ≥ 0}
Tenhamos presente a propriedade de Markov e
Pij (s, t) = Pr{X (t) = j |X (s) = i};
Vamos tratar apenas cadeias homogéneas:
Pij (t) = Pr{X (s + t) = j |X (s) = i};
Recuperemos os Axiomas do Pr. de Poisson (de outra forma):

Axiomas

(i): Pr [X (t + h)− X (t) = 1|X (t) = x ] = λh + o(h), h ↓ 0;

(ii): Pr [X (t + h)− X (t) = 0|X (t) = x ] = 1− λh + o(h), h ↓ 0

(iii): X (0) = 0.

Notas: As Probabilidades acima não dependem de x . O
Processo de Poisson é um processo de nascimento puro.



Sumário Intro Cadeias Markov tempo discreto Processos Poisson Cadeias Markov tempo contínuo Martingalas

Processo de Nascimento Puro

Generalizemos o Processo de Poisson permitindo a possibilidade
dos incrementos (Nascimentos) dependerem do no. eventos já
ocorridos.

Axiomas (Processo de nascimento puro)

(i): Pr [X (t + h)− X (t) = 1|X (t) = k ]
= Pk,k+1(h) = λkh+ o(h), h ↓ 0;

(ii): Pr [X (t + h)− X (t) = 0|X (t) = k ]
= Pk,k(h) = 1− λkh+ o(h), h ↓ 0

(iii): Pr [X (t + h)− X (t) < 0|X (t) = k ] = 0, k ≥ 0
(iv): X (0) = 0.
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Processo de Nascimento Puro

Teorema
Seja Pn(t) = Pr{X (t) = n}. Pn(t) satisfaz o sistema de equações
diferenciais, para t ≥ 0,

P ′0(t) = −λ0P0(t)
P ′n(t) = −λnPn(t) + λn−1Pn−1(t) n ≥ 1

com as condições iniciais

P0(0) = 1, Pn(0) = 0, n > 0.

Teorema

P0(t) = e−λ0t

Pn(t) = λn−1e−λnt
∫ t

0
eλnxPn−1(x)dx n = 1, 2, . . .
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Processo de Nascimento Puro

Quando as taxas λ0 = λ1 = . . . = λ temos o Processo de Poisson.
Quando λ0,λ1, . . . são todos diferentes:

Teorema

P0(t) = e−λ0t ,

P1(t) = λ0

(
1

λ1−λ0
e−λ0t + 1

λ0−λ1
e−λ1t

)
,

Pn(t) = λ0 . . . λn−1[B0,ne−λ0t + . . .Bn,ne−λnt ], para n > 1,

B0,n = [(λ1 − λ0) . . . (λn − λ0)]
−1 ,

Bk,n =
[
∏n

i=0,i 6=k(λi − λk)
]−1

,

Bn,n = [(λ0 − λn) . . . (λn−1 − λn)]
−1 .

Demonstração por indução.
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Processo de Nascimento Puro

Sejam Sk o tempo decorrido entre o k-ésimo e o k + 1-ésimo

nascimento, e Wk =
k−1

∑
i=0

Si , o instante do nascimento k .

Teorema

Sk ∼ Exp(λk), ∀k = 0, 1, ...

e são independentes.

Teorema
∞

∑
n=0

Pn(t) = 1 para todo o t fixo, se e só se a série
∞

∑
n=0

1
λn

diverge.
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Processo de Morte Puro

Se em t, X (t) = k , o processo pode mover-se posteriormente para
k − 1. Pij

Axiomas (Processo de morte puro)

(i): Pi ,i−1(h) = µkh+ o(h), h ↓ 0, i = 1, . . . ,N;
(ii): Pii (h) = 1− µkh+ o(h) =, h ↓ 0, k = 1, . . . ,N;
(iii): Pij (h) = 0, i < j ;
(iv): X (0) ≡ N;



Sumário Intro Cadeias Markov tempo discreto Processos Poisson Cadeias Markov tempo contínuo Martingalas

Processo de Morte Puro
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Processos de Nascimento e Morte

Se em t, X (t) = n, o processo pode mover-se posteriormente para
n− 1 ou n+ 1. Pij (h) = Pr [X (t + h) = j |X (t) = i ],
S = {0, 1, . . . }

Axiomas (Processo de nascimento e morte)

(i): Pi ,i+1(h) = λih+ o(h), h ↓ 0, i ≥ 0;
(ii): Pi ,i−1(h) = µih+ o(h) =, h ↓ 0, i ≥ 1;
(iii): Pii (h) = 1− (λi + µi )h+ o(h) =, h ↓ 0, i ≥ 0;
(iv): Pij (0) = δij ;
(v): µ0 = 0,λ0 > 0, µi ,λi > 0, i = 1, 2, . . .;.

Aplicações em desenvolvimento de populações, filas de espera...
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Processos de Nascimento e Morte

Matriz Geradora do processo

A =



−λ0 λ0 0 0 . . .
µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 . . .
0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2 . . .
0 0 µ3 −(λ3 + µ3) . . .
· · · · ·
· · · · ·
· · · · ·


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Processos de Nascimento e Morte

Em modelos de desenvolvimento de populações, “modelos lineares”,
com Taxas de Natalidade e Mortalidade:

1 λi = λ: Tx Natalidade constante, entradas por imigração;
2 λi = iλ: λ – Taxa de natalidade por indivíduo;
3 λi = iλ + a: Entradas por nascimento como em (2) e por

imigração;
4 µi = µ: Saídas por emigração;
5 µi = iµ: µ – Taxa de mortalidade por indivíduo,
6 µi = iµ + b: Saída por morte, como em (5) e por emigração.

Nota: O processo de Poisson é um processo de emigração pura.
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Processos de Nascimento e Morte

Equações de Chapman-Kolmogorov:

Pij (t + s) = ∑
k∈S

Pik(s)Pkj (t) = ∑
k∈S

Pik(t)Pkj (s) ∀(i , j) .

Matricialmente:

[Pij (t + s)] = P(t + s) = P(s)P(t) = P(t)P(s) .

Taxas de transição ou intensidades de transição ou forças de
transição (não são probabilidades) supõe-se que Pij (t) é contínua e
diferenciável em t:

aij =
d
dt

Pij (t)
∣∣∣∣
t=0

= lim
h→0

Pij (h)− δij

h
,

com

Pij (0) = δij =

{
0 se j 6= i
1 se j = i
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Processos de Nascimento e Morte

Exemplo (Processo de Poisson)

aij =


−λ se j = i
λ se j = i + 1
0 outros

A Matriz Geradora, A, é contituída pelas intensidades, “ i para j”,
as linhas têm soma igual a "0".

Exemplo (Processo com 2 estados. Grafo e Matriz geradora)

A =
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Processos de Nascimento e Morte

Exemplo (Modelo Saúde-Doença-Morte)

,
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Processos de Nascimento e Morte

Exemplo

d
dt

P01(t) = P00(t)µ01 + P01(t)µ11 = 0, 01P00(t)− 0, 10P01(t)
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Processos de Nascimento e Morte

Exemplo



Sumário Intro Cadeias Markov tempo discreto Processos Poisson Cadeias Markov tempo contínuo Martingalas

Processos de Nascimento e Morte

Equações diferenciais de Kolmogorov, progressivas e regressivas

Teorema (Equações regressivas de Kolmogorov)

P ′ij (t) = λiPi+1,j (t)− (λi + µi )Pij (t) + µiPi−1,j (t), i ≥ 1;

P ′0j (t) = −λ0P0j (t) + λ0P1j (t);

com as condições iniciais Pij (0) = δij .

Demonstração.

Pij (t + h)=
=∑∞

k=0 Pik(h)Pkj (t)
=Pi ,i+1(h)Pi+1,j (t) + Pii (h)Pij (t) + Pi ,i−1(h)Pi−1,j (t) + o(h) =
=Pi+1,j (t)λih+ Pij (t) [1− (λi + µi )h] + Pi−1,j (t)µih+ o(h)
=
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PNM com Estados absorventes

Em PNM havendo uma transição em t, tem-se:

i → i + 1 c .p.
λi

λi + µi

i → i − 1 c .p.
µi

λi + µi

São frequentes aplicações com λ0 = 0, processos lineares sem
migração: λk = kλ, µk = kµ. Quantidades de interesse, e.g.:
ui : Probabilidade de absorção no estado "0", partindo de i ;
wi : Tempo médio de absorção partindo do estado i ;

Análise baseada no 1o passo:

ui =
λi

λi + µi
ui+1 +

µi

λi + µi
ui−1

u0 = 1 .

wi =
1

λi + µi
+

λi

λi + µi
wi+1 +

µi

λi + µi
wi−1 .

Si : Tempo de permanência no estado i ; Si _ Exp(λi + µi ).
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PNM com Estados absorventes

Quantidades de interesse, e.g.:
Probabilidade de absorção no estado "0", partindo de m:

um =
∑∞

i=m ρi

1+ ∑∞
i=1 ρi

, se
∞

∑
i=i

ρi < ∞

Se ∑∞
i=m ρi = ∞ então um = 1 e o tempo médio até à

absorção partindo de m

wm =
∞

∑
i=1

1
λi ρi

+
m−1

∑
k=1

ρk

∞

∑
i=k+1

1
λi ρi

se ∑∞
i=1(λi ρi )−1 < ∞

ρi =
µ1µ2...µi
λ1λ2 ...λi

.
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Cadeias de Markov com Espaço dos Estados Finito

{X (t); t ≥ 0}, Pr. Markov com S = (0, 1, 2, . . . ,N). Pij (t)
satisfaz

a) Pij (t) ≥ 0
b) ∑N

j=0 Pij (t) = 1, ∀i ∈ S

c) Pik(s + t) = ∑N
j=0 Pij (s)Pjk(t) t, s ≥ 0, matricialmente

P(t + s) = P(t)P(s) t, s ≥ 0

d) Pij (0) = δij ; matricialmente

P(0) = I
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Cadeias de Markov com Espaço dos Estados Finito

Matriz A das taxas de transição infinitesimais

A =



−q0 q01 . . . q0N
q10 −q1 . . . q1N
· · · ·
· · · ·
· · · ·

qN0 qN1 . . . −qN

 , com

qi = lim
h−→0+

1− Pii (h)
h

qij = lim
h−→0+

Pij (h)
h

, i 6= j

Na forma matricial,

A = lim
h↓0

P(h)− I
h
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Cadeias de Markov com Espaço dos Estados Finito

Recorrendo a P(t + h) = P(t)P(h) = P(h)P(t), h ↓ 0

P(t + h)−P(t)
h

=
P(t)[P(h)− I]

h
=

P(h)− I
h

P(t)

Portanto
P′(t) = P(t)A = AP(t),

com P′(t) = [P ′ij (t)].
As equações podem ser resolvidas, sob a condição inicial,

P(t) = eAt = I+
∞

∑
n=1

Antn

n!

O tempo de permanência no estado i tem distribuição exponencial
com parâmetro qi .
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Definições e exemplos

O conceito de Martingala tem origem numa estratégia de jogo.
Seja Xn a fortuna de um jogador após a n−ésima jogada de um
jogo equitativo.

Definição

Diz-se que {Xn; n = 0, 1, . . .} é uma martingala se para todo o
n = 0, 1, . . ., e x0, ..., xn,

1 E[|Xn|] < ∞;
2 E(Xn+1|X0 = x0,X1 = x1, . . . ,Xn = xn) = xn.

Em média a fortuna de um jogador na jogada seguinte é a mesma
que tinha à partida.

Exemplo
Sejam ξ1, ξ2, ... v.a. independentes com média nula. Então
Xn = x0 + ξ1 + ...+ ξn é uma martingala.

A generalidade dos jogos de casino não é equitativo, mas sim
enviesado contra o jogador (“São jogos de perca esperada”).
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Definições e exemplos

SuperMartingalas e SubMartingalas

Os jogos de casino não são equitativos, são enviesados contra o
jogador.

Definição

{Xn; n = 0, 1, . . .} é uma supermartingala se os ganhos esperados
do jogador são negativos, i.e. se para todo o n = 0, 1, . . . e
x0, ..., xn,

1 E[|Xn|] < ∞;
2 E(Xn+1|X0 = x0,X1 = x1, . . . ,Xn = xn) ≤ xn.

De modo análogo se define submartingala.

Exemplo
Seja uma população em que cada indivíduo origina um número
aleatório, i.i.d., de elementos, com média µ. Seja Zn a dimensão da
população no instante n. Mn = Zn/µn é uma martingala.
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Definições e exemplos

Definição de martingala, mais geral:

Definição

Considerem-se dois processos estocásticos {Xn; n = 0, 1, . . .} e
{Yn; n = 0, 1, . . .}.A sequência {Xn; n = 0, 1, . . .} é uma
martingala em relação a {Yn; n = 0, 1, . . .} se para todo o
n = 0, 1, ...

(i) E[|Xn|] < ∞,
(ii) E(Xn+1|Y0,Y1, . . . ,Yn) = Xn.

Yn pode ser interpretado como o estado do sistema em n
Hn = (Y0,Y1, . . . ,Yn) traduz a informação/histórico, n.
O histórico determina Xn no sentido em que Xn é uma função
de (Y0,Y1, . . . ,Yn) - é a função E(Xn+1|Y0,Y1, . . . ,Yn).
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Definições e exemplos

Example

Seja Y0 = 0 e Y1,Y2, . . . v.a. i.i.d. com E [Yn] = 0 e V [Yn] = σ2.
Prove que o seguintes processos são martingalas:
{Xn; n = 0, 1, . . .}, com

Xn =
n

∑
j=0

Yj

{Wn; n = 0, 1, . . .}, com

Wn =

(
n

∑
j=0

Yj

)2

− nσ2.
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Definições e exemplos

Definition
A sequência {Xn} é uma submartingala em relação a {Yn} se para
n = 0, 1, . . . ,

(i) E[X+
n ] < ∞, onde X+

n = max{0,Xn},
(ii) E(Xn+1|Y0,Y1, . . . ,Yn) ≥ Xn.

(iii) Xn é uma função de (Y0,Y1, . . . ,Yn).

Definition
A sequência {Xn} é uma supermartingala em relação a {Yn} se
para n = 0, 1, . . . ,

(i) E[X−n ] > −∞, onde X−n = min{0,Xn},
(ii) E(Xn+1|Y0,Y1, . . . ,Yn) ≤ Xn.

(iii) Xn é uma função de (Y0,Y1, . . . ,Yn).
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Propriedades elementares

E [Xn+1] = E [E [Xn+1|Hn]] = E [Xn+1] = ... = E [X0], ∀n ≥ 0
E [Xn+k |Hn] = E [E [Xn+k |Hn]] = E [Xn+k−1|Hn] = ... =
E [Xn+1|Hn] = Xn, ∀k ≥ 1;
Sejam os incrementos: Zn = Xn − Xn−1, Z0 = X0.

Cov [Zn;Zn+k ] = 0, aplicando a propriedade iterativa de E [.].
E [Zn] = 0. Var [Xn] = ∑n

i=1 Var [Zi ]

Recorrendo à desigualdade de Jensen pode demonstra-se que
se {Xn} é martingala então {|Xn|} é submartingala.
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Propriedades elementares

Definition (Tempo de Markov)

Uma variável aleatória T é um tempo de Markov ou “stopping
time” ou ainda “optional stopping” em relação a {Yn} se T toma
valores em 0, 1, . . . ,∞ e se, para todo o n = 0, 1, . . . , o
acontecimento {T = n} é determinado por Hn = (Y0, . . . ,Yn).

Seja

X̃n =

{
Xn se n < T
XT se n ≥ T

(2)

Prova-se que se {Xn} é uma martingala, submartingala ou
supermartingala em relação a {Yn}, então a sequência {X̃n} tem a
propriedade correspondente.
Demonstram-e vários teoremas enunciando condições para que
numa (super)martingala E[X0](≥) = E[XT ].
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Propriedades elementares

Uma martingala {Xn} tal que {E[Xn]} seja limitada, ou uma
supermartingala não negativa (Xn ≥ 0, ∀n), converge com
probabilidade um.
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Desigualdade de Kolmogorov

Theorem (Desigualdade Kolmogorov p/ submartingalas ñ negativas)

Seja {Xn} uma submartingala não negativa (Xn ≥ 0, ∀n). Então
para qualquer m positivo,

Pr{ max
0≤k≤n

Xk > m} ≤ E[Xn]

m
.

Corollary

Seja {Xn} uma martingala. Então para todo o m positivo,

Pr{ max
0≤k≤n

|Xk | > m} ≤ E[|Xn|]
m

.
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Desigualdade de Kolmogorov

Corollary

Seja {Xn} uma martingala não negativa. Então para todo o m
positivo,

Pr{ max
0≤k<∞

Xk > m} ≤ E[X0]

m
. (3)

Theorem (Desigualdade de Kolmogorov para supermartingalas não
negativas)

Seja {Xn} uma supermartingala não negativa (Xn ≥ 0, ∀n). Então
para qualquer m positivo,

Pr{ max
0≤n<∞

Xn > m} ≤ E[X0]

m
. (4)
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Desigualdade de Kolmogorov
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