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Toépicos de Resolucao

1. Considere a equagao arctan(z + 1) — 2z = 0.

(a)

Mostre que a equacao tem uma unica solucao z € R. Utilize a sucessao
Tni1 = 3 arctan(z, + 1) para determinar uma aprozimagao de z com erro
inferior a 0.5 x 1073,

A fungao f(x) = arctan(x + 1) — 2z ¢é continua e diferencidvel em R e
fl(x) = m —2 < 0. Assim, f tem no maximo uma raiz em R. Como
f(0) x f(1) < 0, a fungdo terd pelo menos uma raiz no intervalo [0, 1].
Concluimos pois que a equacao tem uma e uma sé solucao em R e que essa
solugdo esta no intervalo [0, 1].

Por outro lado a equagao dada ¢ equivalente a z =  arctan(z+1), pelo que a
solucdo da equagcao sera exactamente o ponto fixo de g(z) = % arctan(z+1).
A fungao g é continua, diferencidvel e crescente (uma vez que ¢'(x) = 1/(1+
(x4 1)) > 0), pelo que temos

i. ¢([0,1]) = [9(0), g(1)] =~ [0.392699; 0.553574] C [0, 1]
ii. g é Lipschitziana e L = max g (x)| =1/4
0,1
Estao pois verificadas as condigoes do Teorema do ponto fixo, sendo a

sucessao indicada convergente para z, qualquer que seja xo € [0, 1].

L ﬁ@z - xz’—1|

0.5 -
0.491397 | 0.286771 x 1072
0.490068 | 0.442944 x 1073

DN |[H—=| O .

Deste modo, a aproximacao xo = 0.490068 verifica a estimativa de erro
proposta.

Escolha um intervalo no qual possa garantir a convergéncia do método de
Newton e utilize-o para obter uma aproximacdo de z com erro inferior a
0.5 x 1076,

Tomando o mesmo intervalo da alinea anterior, vemos que f é continua e

diferencidvel, f(0)- f(1) <0, f'(z) <0, f"(z) < 0. Como além disso

f(0) S
f'(0) f()

' = —0.523599 < (1 —0),

’ 0.496028 < (1 — 0)



sao verificadas todas as condigoes de convergéncia do método de Newton,
independentemente da aproximagao inicial zy € [0,1]. Considerando K =
;nri’:n‘{;,h = %, e notando que para g = 0.5 se tem |z — x| < 0.5, podemos
concluir que |z, — z| < +(K/2)*" =6(1/12)?". Para que a precisao pedida

seja atingida basta tomar n = 3.

0 =0.5
xlzzxo——;ézigzz(l489833
Ty =11 — ]{,((2)) — 0.489824
T3 =1y — ;’((Z)) — 0.489824

Assim, a aproximagao xrz = 0.489824 verifica a majoracao de erro proposta.

2. Considere o sistema de equacgoes

2rq — x9sin(xy + x2) =0

cos(xy + x2) + 322 =0

(a) Mostre que o sistema tem uma e uma s6 solu¢io em Z € R? e construa uma

sucessio X™ convergente para essa solucdo.

O sistema proposto é equivalente a
T .

T = ? sm(x1 + .1'2) = gl(xl, 1'2), To = —g COS(JZ’l + .TQ) = gg($1,$2)
Da segunda equagao decorre que, necessariamente, x5 € [—1/3,1/3] e, con-
siderando este resultado na primeira equagao, vemos que x; € [—1/6,1/6].
Qualquer solugao do sistema pertence pois ao conjunto 2 = [—1/6,1/6] x
[—1/3,1/3]. Basta entdo mostrar que o sistema tem uma e uma sé solugao
em . A funcao g = (g1, g2) é claramente continua, diferenciavel e invariante

em §). Relativamente a contratividade, temos

J % cos(zy + x2) % sin(zy + x2) + % cos(r1 + x)
9 3 sin(21 + 22) 3 sin(21 4 x2)

/3 1 1/3 1

[ Jgloo SmaX{T+§ 573

Sendo g continua, invariante e contractiva, o teorema do ponto fixo garante

1 )
+ g} = max{5/6,2/3} = 5 < 1

que tem uma e uma s6 solugao em € (e portanto em R?) e que o método do



ponto fixo converge para a solucao, qualquer que seja a aproximagcao inicial
X© € Q. A sucessao pedida é entéo:
X0 = (xgo),xgo)) € R?
n+1 :c(n) . n n
{ :vg ):2781n(x§)+xg)) n>0
(n+1) _ ’
x5 =

—jeos(ey” +a5”)

(b) Especifique quantas iteracées teria que calcular para que | X™ — 7| <
0.5 x 1076,

Relativamente ao niimero de iteragoes, podemos usar a estimativa de erro a
priori, || Z — X™ | < (5/6)"|Z — X© | < 2(5/6)". Com esta estimativa
de erro, somos levados a concluir que se realizarmos mais que 78 iteracoes

o erro fica abaixo do limiar proposto.

(c) Ao aplicar o método de Newton ao sistema, com X© = (1/10,1/10), obte-
mos XN = XO 1Y O Escreva o sistema linear que deve ser resolvido para
determinar Y9, calcule duas iteracoes do método de Jacobi e diga quantas
mais iteracoes deveriam ser calculadas para que o erro de resolugao do sis-
tema linear fosse inferior a 0.5 x 107%. O sistema a resolver para calcular
Y© g

Jf(X(O))Y(O) — —f(X(O)) o

1.90199  —0.296676 \ [ Y, \ [ —0.180133

—0.198669  2.80133 v, —1.28007
A matriz de sistema é de diagonal estritamente dominante, pelo que o
método de Jacobi é convergente, qualquer que seja a aproximacao inicial

considerada. Tomando como aproximacao inicial o vetor W© = 0, as it-

eracoes pretendidas sao
WO = (—0.0947075, —0.456949), WP = (—0.165983, —0.463666)

O erro apos estas duas iteragoes pode ser majorado por

1€l 2 1
Iy ® W < A= _ype oy,
1= [|Clloo
em que, ||l = max{ 55500 02980091 — 0.155982. Substituindo na férmula

anterior, temos que ||Y© —W || < 0.0132. A determinacdo do niimero, k,
de iteragoes adicionais pode ser conseguida resolvendo 0.0132x (0.155982)% <
0.5 x 1079, 0 que nos leva a k > 6.

3. Considere a sequinte tabela de valores de uma funcao f € C*[0,4] que verifica
£ loe < 1.



z o1 2 3 4
flz) |0 054 1.34 1.00 0.30

(a) Determine o polinomio p(x) que interpola f nos pontos da tabela, utilize-o
para estimar o valor de f(1.5) e obtenha uwm magjorante para o erro cometido.

Construindo uma tabela de diferencas divididas, rapidamente se chega a
pa(z) = 0.0908333x* — 0.7783332" + 1.829172% — 0.601667x

pelo que a nossa estimativa serd f(1.5) ~ p4(1.5) = 1.04609. A estimativa

de erro sera

|f(L.5) — pa(1.5)] <

—||f(5)”°°|15><(15—1)><(15—2)><(15—3)><(15—4)|
TR ' ' '

5
= x 1.40625 = 0.0585938

(b) Mostre que o polindmio p(x) verifica ||p™]|o > n, n =2,3. Comente.
pi(z) = 3.65834 — 4.67x + 1.092%,  p}(r) = —4.67 + 2.18x

Vemos pois que ||pf12)||C>O = 3.65834 > 2 e que ||]D§f’)||OO = 467 > 3. A
nao verificagao destas condigoes nao é de estranhar, ja que o processo de
interpolagao apenas garante igualdade nos valores da funcao e nao nas suas
derivadas.

(c) Utilize o método de Romberg para obter a melhor estimativa possivel para

I f(2) da.

Too ==(£(0) + f(4)) = 0.6

2
Too =2(F(0) +2f(2) + f(4)) = 298
Ty =5(F(0) +2/(1) +2f(2) + 27(3) + F(4)) = 3.03
Toq1 =Tip+ M = 3.77333
Ty, =150 + w = 3.04667
Too =T11 + M = 2.99822

A nossa melhor estimativa sera pois f04 f(z) dr ~ 2.99822.

(d) Utilizando diferencas finitas, obtenha uma aproximacao de f'(2) e apresente

um majorante para o erro cometido.

Usando diferengas centradas de ordem 2, temos f'(2) & % =0.23. O

, . 3
erro ¢ majorado, em valor absoluto, por %Hf(?’)Hoo <5 X3= %



4. Considere o problema de valores iniciais

1

m7 y(0) =0

y(t) =
Utilize 0o método de FEuler progressivo com h = 0.2 para determinar uma aprox-

imag¢ao de y(1). Estime o erro cometido.

5 Jrlyg ¢é continua nas duas variaveis e Lips-

chitziana em y, é aplicavel o teorema de Picard que garante a existencia e unici-

Considerando que a funcao f(t,y) =

dade de solucao para o problema de valor inicial indicado, pelo menos localmente

em tempo.
uy =y(0) =0
y(0.2) ~u; = ug + 0.2 X v =0.1
y(04) Rup = +0.2 % o ju% = 0.199502
y(0.6) ~us = uz +0.2 x 5 +1ug — 0.297551
y(0.8) s = u3 +0.2 X 5 +1u§ = 0.393312
y(1.0) mus = ug +02 X 5 jui = 0.486133
[y(1.0) — us| < %(& —1)< 2148_( 4 _ 1) = 0.0710064

e Como |y'| < 1/2 e y(0) =0, podemos garantir que |y| < 1/2 para t € [0, 1].

" —2yy 2ly| 2x1/2 _ 1
1 —2y 2><1/2 _ 1
o |fyl= ‘ @ +y2) i 1

RESOLVA APENAS UMA DAS SEGUINTES QUESTE)ES:

5. Supondo que a sucessao definida recursivamente por

T — f(l’n) B lf(xn)Zf//<Jin)
n+1 n f,<In) 2 f/(xn);g

converge para uma solu¢ao da equagdo f(x) = 0, mostre que a ordem de con-

vergéncia € pelo menos treés.



Trata-se de um método de ponto fixo em que a funcao iterado é dada por
f@)  1f()*f"(=)
g\r) =T — / 5 /
DTG T ey

Basta entao mostrar que ¢'(z) = ¢”(z) = 0. Ora,

i) =1 = LTI L (00 0 + 1 0) ) -
37 (@) (@2 (@ @) /(7))
)+

) f(=) ey (2f'(x) + " () f'(x) = 3f"(x)* f(x)

f'(z) 2 f'(x)!
() f(x) 12f(@)*f" (@) + f@) ' (2) " () = 3 (x) f"(x)*
frlx)? 2 f(a)t

Ora, como ¢'(z) = f(z2)W(z) e f(2) = 0, facilmente se conclui que ¢'(z) = 0. Por
outro lado ¢"(2) = f'(2)W(z) + f(2)W'(2) = f'(2)W(z). Finalmente, como

iy = WL OGP

concluimos finalmente que ¢”(z) = 0.

6. Considere um conjunto de dados (z;,y;),i = 0,--+,n, e a respetiva reta de
regressao y = « + fx. Mostre que a reta de regressao passa necessariamente

no ponto de coordenadas (T,7), designado por baricentro.

O sistema normal é dado por

(%) ()-(5)

Resolvendo este sistema obtemos a reta de regressao

y-a?-TyT TY-T-3
2 =2

= x
2 -7 2 -7

Resta verificar que y(T) = 7, o que decorre imediatamente ao substituir y =7 e

r = T na expressao da reta de regresssao.

Cotagao: 1. (a) 2.0 (b) 2.0 2.(a) 2.0 (b) 2.0 (c) 2.0 3. (a) 1.5 (b) 1.5 (c) 2.0 (d) 2.0
4.20 5.20 6.20



