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Topicos de Resolucao

1. Considere a equacao e — 2z = 0.

()

Mostre que a equacdao tem uma unica solucao em R, que pertence ao inter-
valo [0, 3].

A fungao f(z) = e~ — 21 é estritamente positiva quando z < 0, pelo
que qualquer solucao terd que ser positiva. Por outro lado, como f'(z) =
—2ze™ — 2 ¢ negativa para x > 0, existird no maximo uma solu¢ao no
intervalo |0, +oo[. Finalmente, como f(0) x f(3) < 0, existe pelo menos
uma solugao z € [0, %], que sera, pelo que vimos antes, a Unica raiz de f em

R.

Utilize o método de Newton para obter uma aproximacao da solucao com

erro inferior a 0.5 x 10~*. Comecemos por verificar as condicoes suficientes

de convergéncia do método de Newton, quando aplicado a determinacao da
/ . 17.

raiz de f no intervalo [0, 5]:

i. f ¢ continua em [0, 5] e de classe C? em |0, 3[. v/

i. f(0) x f(%) <0. v

iii. f'(r) = —2ze™* —2<0, €0,
iv. f/(x)= (422 —2)e** <0, €0, 3.
v. Como além disso temos que

SO _1_ 1 1A .
|f(0)] 2 <(;-0) 0.08 < (= —0),

2
podemos escolher qualquer xq € |0, %]

—e

Garantida a convergéncia, a tabela seguinte apresenta os varios termos da

sucessao

=

Ty —
g2

" — 0 _ f(zn) _ (QI%—I—:[)G no,
n+1 n f'(zn) ane—x% +92

assim como as respectivas estimativas de erro, obtidas a partir de

max | f"(z)]|
1 2
|Z—.CC 1|2_|Z_xn—1|

e = - -

f'(zn)

|2 — x| < =

2f/(xn)



1 T Maj. Erro

0 0.25 0.25

1| .42792 | 0.253067 x 10*
2 | 0.419379 | 0.23609 x 103
31 0.419635 | 0.206173 x 107

A aproximacao x3 = 0.419635 esta portando nas condigoes propostas.

2. Considere o sistema de equacgoes

2x — sin (xTer) =0

cos (554) +3y =0

(a) Mostre que o sistema tem uma e uma s6 solucio Z € R? e construa uma
sucessio X ™ convergente para essa solucio. Comecemos por escrever o

sistema na forma equivalente

Vemos imediatamente que qualquer solugao (2, z2) do sistema verifica

1 1
|z1] = |5 sin S <3
2 2 2

1 21 — 292 1
Z9| = |——= cos < -.
Assim, qualquer solucao do sistema estard no conjunto €2 = [—%, 3] [—%, %]

Vejamos entao que as condi¢oes do teorema do ponto fixo sao verificadas

para a funcao G(z,y) = (3sin (55¥) , —3 cos (%5%)), no conjunto

i. G é continua em 2 e G(2) C Q. A continuidade é imediata e a in-
variancia é consequéncia das observagoes anteriores, que permitem con-
cluir que G(R?) C Q, pelo que também se tem G(Q) C Q.

ii. G é contractiva em 2. Como G é diferenciavel, ela sera contractiva, por

exemplo na norma || - ||, se mgXHJg(:B,y)HOO < 1. Ora,

Ja(z,y) =



pelo que,

Nestas condigoes o teorema do pontto fixo garante que existe uma e
uma so solucao do sistema em (2 e, devido as consideracoes iniciais,

uma tnica solucao em R2.

(b) Especifique quantas iteragoes teria que calcular para que || X™ — Z||o <
0.5 x 1076,

Tendo sido verificadas as condigoes do teorema do ponto fixo, a sucessao
construida pelo método do ponto fixo com X© € ) converge para a solucao

do sistema Z € ). Além disso é verificada a estimativa de erro a priori
IX™ = Z||oo < (1/2)"|X© = Z||o0 < (1/2)".

Assim, para que [|[X™ — Z||, < 0.6 x 107% basta exigir que (1/2)" <
0.5x 1079, ou seja, que n > 20.9316. Devemos por isso calcular 21 iteracoes

do método do ponto fixo para atingir a precisao requerida.

3. Considere o sistema linear A.x = b em que

A= 8 1+e¢ ’ b 1
1+e 2 0
(a) Obtenha a decomposicio de Cholesky de A; e utilize-a para resolver o sis-

tema Aix = b. E imediato verificar que a matrizn A; é simétrica e definida

positiva, pelo que é possivel determinar a factorizagao pedida.

lll =

0
G11—Zl%r:\/§:2\/§
r=1
- V2
loy = | ag1 — ;l%llr /l11 = 9
1
6
ap —» 1B =1/2—-(V2/2)> =/3/2= g
r=1

Assim, a factorizacao pedida é

l22 =




8 2\ [ 2v2 0 2v2 V2/2
2 2 )\ v2/2 V6/2 0 6/2
Relativamente a resolugao do sistema linear, comegamos por resolver o sis-

tema Ly = b, obtendo depois a solucao do sistema inicial como solucao de

LTz = y. Concretamente,

Ly=be W =1 n=>g
%iyl"‘\/?éy?: y2=—‘1/—§
2/2m) + L2y = ¥2 T =1
T, _ 1 2 2 1 1= %
Lx—y<:>{ Vo, _ 6 &t 1
2 Y2 = T T2 = —5
Tomando agora € = 0, aplique o método de Jacobi de modo a obter uma
aproximagao da solu¢ao com erro (medido na norma || - ||«), inferior a
1073,

Uma vez que a matriz de sistema é de diagonal estritamente dominante por
linhas temos a garantia de convergéncia do método de Jacobi. Além disso,
tomando L = || — D7 (L + U)||« dispomos da seguinte estimativa de erro

a posteriori:

_ 1

| 2™ n>1.

|z — 2| < Moo

1-L

— x(n_l)HOO A

sucessao de aproximacoes fornecidas pelo método de Jacobi é dada por:

Neste caso, como L = 3, temos que [z — 2|, < ||z
) ¢ R?
2™ =D - D YL+ U)z" Y, n>1

A tabela seguinte contém as sucessivas iteragoes do método de Jacobi e

respectivos majorantes do erro.

i o zy | la® — oY)l
0 1/8 -0 -

1 1/8 —~1/16 0.625 x 10~
2| 17/128 | —1/16 | 0.78125 x 1072
3| 17/128 | —17/256 | 0.390625 x 1072
4| 273/2048 | —17/256 | 0.488281 x 1073

Consideramos pois a aproximacao

274 17

(@ _ 274 17
7 = (018" " 256

) =~ (0.133301, —0.0664063).



(c) Sendo Ay > Xy os walores proprios de Ay mostre, sem calcular os valores

i—Q < % Realize 3 iteragoes do método das poténcias para
1

determinar uma aproximacao de ;.

Proprios, que

O teorema de Gershgorin garante que todos os valores préprios de Aj estao

contidos na reuniao dos conjuntos:
Bi={2e€C:|z -8 <1}
By={2€C:|z—-2| <1}

Além disso, como esta reuniao tem duas componentes conexas, 0 mesmo
teorema garante ainda que em cada um dos conjuntos indicados existe ex-
actamente um valor préprio de Ay. Concretamente, sabemos que A\; € By e
Ay € By, pelo que [\ > 7 e [Ay] < 3. Assim,

Para calcular 3 iteracoes do método das poténcias basta escolher uma aprox-
imacao v(® do vector préprio dominante e calcular v® = A3, No nosso
caso, escolhendo v® = (1,0) obtemos v® = (580,85). A aproximacdo do
valor préoprio dominante pode agora ser obtida como

Av®) @)

3 _ ¢ _
N = S = 816226

Cotagao: 1. (a) 1.0 (b) 4.0 2.(a) 4.0 (b) 2.0 3. (a) 3.0 (b) 3.0 (c) 3.0



