Licenciatura em Matematica Aplicada a Economia e a Gestao
ANALISE NUMERICA

Exame em Epoca Normal 17/06,/2013

Topicos de Resolucao
Parte I

1. Considere a fungao f(x) = exp(x?).

(a)

(b)

Determine o congunto Q@ = {x € R : |conds(x)| < 10}.

f'(z)
f(x)
oz]? <10 & 2? <5 <z €] — V5,V5]

2| z|e*”
<10 & |z|—5— < 10
e(L'

lcond¢(z)] < 10 & |x

Conclufmos assim que Q =] — /5, V/5[.
Admita que T é uma aproximacgdo de v # 0 que possui 5 algarismos signi-
ficativos e que x,x € . O que pode concluir acerca erro relativo que afecta
g=[f(a)?

T —a

ley| ~ |cond(z)||e.] = 2952% <2|z] x 0.5 x107° < /5 x 107°
x

Observe-se que a eliminagao de |x| apenas é possivel por se considerar que
x # 0. Uma vez que V5 > 1 esta majoracao apenas garante 4 algarismos

significativos no calculo de .

2. Considere a equacao ¢* — 3z — 0.5 = 0.

()

Identifique todas as solugoes desta equacdo, localizando-as em intervalos de
amplitude inferior a 0.5.

Note-se que f(z) é uma fungao de classe C* em R, estritamente decrescente em
| — 00,1n 3] e estritamente crescente em [In 3, +00|, sendo que f(In3) # 0. O
Teorema de Rolle garante que nestas condigoes f tera no maximo duas raizes
reais. Como por outro lado f(0) - f(0.5) < 0e f(1.5)- f(2) <0, o teorema do
valor intermédio garante que existe pelo menos uma raiz no intervalo ]0,0.5[ e
outra no intervalo |1.5,2[. Juntando os dois resultados podemos concluir que
a equagao tem exactamente duas raizes, z; €]0,0.5[ e 2, €]1.5,2].

Analise a convergéncia do método de Newton para a menor solucao da equagao
e utilize-o para obter uma aproximacao com erro inferior a 0.5 x 107

Para demonstrar a convergéncia do método de Newton para a menor raiz temos
apenas que verificar as condigoes no intervalo |0, 0.5[. De facto, f é uma funcao
de classe C? tal que: i. f(0)f(0.5) < 0; ii. f'(x) = e” — 3 nao muda de sinal;
iii. f”(x) = e® ndo muda de sinal. Como adicionalmente temos



f(0) /()
/"(0) f()

podemos garantir a convergéncia do método de Newton para a raiz z;, qualquer

‘20.25<0.5—0 , ‘ ‘:0.25996<0.5—0,

que seja a aproximagao inicial xy € [0,0.5]. Relativamente ao erro cometido,
sabemos que

1 " maz|f"(x)|
— Tp < —_ K —_ 2 , = —
21— Tl < K( |2 = @ol) 2min|f'(x)|

No nosso caso, escolhendo zy = 0.25, garantimos que |z — x| < 0.25. Além
disso, mazx|f"(z)| = |f"(0.5)| = 1.64872 ¢ min|f'(x)| = |f(0)| = 2. Assim,

— 1, < ——(0.103045)%"
21— ol < R )

Podemos assim constatar que para o majorante do erro ser inferior a 0.5 x 1074
basta tomar n > 3. Utilizando a férmula recursiva do método de Newton
obtemos:

xo =0.25

x1 =0.269828625097
9 =0.269978956787
x3 =0.269978965545

3. Considere o sistema de equacoes nao lineares

3xq — cos(z122) — % =0
z? — 81(z9 4 0.1)2 + sinzz + 1.06 = 0
e 12 + 20x3 + —10’;_3 =0

Mostre que o sistema tem uma e uma s6 solu¢io no conjunto 2 = [—1,1%e calcule
2 iteracoes no método do ponto fixo.

O sistema pode ser escrito de forma equivalente como o problema de ponto fixo

( 1
T = G + 3 cos(x1x2)
15
Ty = 5\/x1 +sinzz + 1.06 — 0.1 < = G(2)
3—10mr e *1*2
T3 = —
\ 60 20

Sendo  um conjunto fechado e nio vazio de R?, o teorema do ponto fixo garante ex-
isténcia e unicidade de solugao nesse conjunto, desde que G seja continua, invariante



e contractiva em 2. A continuidade de G é imediata. Relativamente a invariancia,
basta reconhecer que:
1 1 1

1 1
|G ()| :|E + gcos(x1x2)| < G + =5 <1

1 1
|Ga ()| :|§\/x% s +1.06 — 0.1] < 0.1+ 5VI+T+1.06 = 0.294365 < 1

3—10m e *1%2 10m — 3
<

Gs(@)l =0~ 60

e
— =0.609513 < 1
+ 20

Vemos deste modo que G(£2) C [—0.5,0.5] x[—0.294365, 0.294365] x [—0.609513, 0.609513] C
), pelo que realmente G é invariante em )

Relativamente a contractividade, como G é diferenciavel, basta verificar que a norma

da matriz Jacobiana é inferior a 1.

[ _ 2 sin(zy ) _h sin(x1xq) 0
3 3
T COS T3
Ja(*) = | 9\/2% + sinx; + 1.06 181/27 + sin x5 + 1.06
Tpe 172 T e 12 0
L 20 20
Considerando por exemplo a norma || - || temos,

1 1
| Ja ()]s < max {2/3, } = 0.680414 < 1

1
- ,—
90— 1+1.06 18/0—1+1.06 10

Tendo verificado que G é continua, invariante e contractiva no conjunto fechado e
nao vazio €2, podemos afirmar que G' tem um e um sé ponto fixo em 2, pelo que
o sistema inicial tem nesse conjunto uma e uma sé solucao. As iteracoes pedidas
podem ser as seguintes:

29 =(0,0,0)"
2V =G(z9) = (0.5,0.929563, —0.523599)"
2 =G (zW) = (0.46464,0.8, —0.505012)

. Mostre que ||Azx| < ||A|||lx||, quaisquer que sejam a matrizA € R™ ™ e o vector
x € R™, para uma qualquer norma em R™ e respectiva norma matricial induzida.

Comecgemos por recordar que



A
4] = sup 1421
e

pelo que , para qualquer vector x # 0, temos seguramente

Ax
1) = A2 e < apga,

]l

pelo que o resultado fica demonstrado para qualquer vector nao nulo. Finalmente,
como a desigualdade é trivialmente vélida para x = 0, o resultado ¢ valido para
qualquer vector x € R™, como se pretendia demonstrar.

5. Determine uma aproximacao do valor préprio dominante da matriz

10
A=10 2
01

co N W

usando o método das poténcias. O teorema de Gershgorin permite concluir que a
matriz A € invertivel ?

Comecemos por calcular algumas iteracoes do método das poténcias. Tomando como
aproximacao inicial do vector préprio associado v(® = (1,1,1), temos sucessivamente

v = Av© = (4,4,9)T
v® = AvM® = (31,26, 76)"

v® = Av® = (259,204, 634)7

Normalizando temos v := v® /||[v®)| = (0.362441,0.285474,0.88721)7. A aprox-
imacao do valor préprio dominante serd entao

A3 = Ap®) . ) = 831599

Relativamente a segunda parte da questao, observando as colunas da matriz A, o
teorema de Gershgorin garante que todos os valores préprios da matriz A estao na reuniao
dos circulos de Gershgorin

{zeC:|z—-1] <0}
{zeC:|z—-2| <1}
{zeC:|z-8| <5}

Como nenhum destes circulos inclui a origem, zero nao é valor proprio de A, pelo que
a matriz é invertivel. Assim, neste caso, o teorema de Gershgorin realmente garante a
invertibilidade da matriz.



Parte 11

1. Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f, de classe C*.

i
v |

-1 1 2 6

-1 2 3 4

(a) Determine o polinomio interpolador de f mos pontos tabelados e, assumindo
que f(x) = exp(—x) + g3(z), onde g3(x) € um polindmio de grau 3, determine
um magorante para o erro de interpolagao.

Comecemos por determinar o polinémio interpolador através de uma tabela de

diferencas divididas:

-1 -1
3/2
12 —1/6
1 1/420
2 3 -3/20
1/4
6 4

Temos entdo p3(z) = =1+ 3(z+1)— sz +1)(x —1) + g5 (z+1)(z — 1) (z —2).
Relativamente ao erro de interpolacao temos

NG ‘ )

|f(z)—ps(z)| = 1 (z+1)(x—1)(z—2)(x—6)] < YR 74.1218 = 8.39517

(b) Determine um polindmio W, de grau < 3, tal que x; = W(y;),i = 0,1,2,3 e
utilize este polindmio para determinar uma aprorimacao de uma raiz de f.

A determinagao de W pode ser feita através de uma tabela de diferencas divi-

didas
-1 -1
2/3

2 1 1/12

1 17/60
3 2 3/2

4
4 6

Wp) = —1+ 2+ 1)+ S+ Dy -2+ o o+ Dy -2y - 3)

ullo

Uma aproximagao da raiz de f serd precisamente W (0) =



(c) Utilizando os pontos da tabela que considere adequados determine aprozimagoes
de I(f) = ff’l f(z) dz utilizando o método dos trapézios e de Simpson.

Em primeiro lugar devemos ter em atencao que os pontos tabelados nao sao
igualmente espacados, pelo que as formulas dos métodos dos trapézios e de
Simpson poderao ter que ser adaptadas a este caso concreto.

Método dos trapézios: podemos aplicar o método simples a cada subintervalo

21 6— 2
(1+2y+—5—@+3y+—5—@+4y_W5

[\DI[\D

I(f) =

Método de Simson: podemos escolher os pontos -1,2,6 e aproximar o integral
pretendido pelo integral do polinémio interpolador de grau 2 nestes pontos.

6 1322 1252¢ 9
I(f) ~ — T 4 da = 19.3472
(7) ‘[¥ g1 T e T

3

(d) Determine o valor de mibn (y; — ax; + b)>.
“7 o

O valor do minimo é precisamente o valor do erro quadratico obtido com a
melhor aproximacgao dos minimos quadrados. Resolvendo o sistema normal
associado a aproximacao por polinémios de grau 1, obtemos a = 0.653846,
b = —0.692308. Deste modo o minimo sera

3
> "(y; — 0.653846; — 0.692308)% = 2.88462

=0

2. Mostre se f é uma fungdio de classe C™* tal que f"*V([a,b]) C [a,b]). Entdo o

erro de interpolagdo verifica a relagao |f(x) — p,(z)| < max{|al, |b|}e’~2.

Observemos em primeiro lugar que:

7 [0, 8) € [a,b] = a < [0 () < b= £ (@)] < maajal, 0]}

|(x —x0)(x — 1) -+ (x — 2| (b_an—‘rl

(n+ 1!

k=0

Assim, usando a féormula para o erro de interpolagao temos:

(z = wo)(z —21) -~ (. — )|




4. Considere o problema de valor inicial

(a)

{ y'(z) = sin(zy(x)), 0<z <1
Y

(0) =1

Mostre que este problema tem uma e uma sd solugao y € C*(]0, 1]).

Este problema de valor inicial é do tipo ¥’ = f(x,y), com f(z,y) = sin(zy).
A funcao f(z,y) é continua relativamente & primeira varidvel e, sendo difer-
enciavel, é Lipschitziana relativamente a y. O teorema de Picard garante
deste modo que existe uma e uma s6 fungao y(z), de classe C' que verifica
as condic¢oes propostas. Usando agora a equacao diferencial e a diferenciabil-
idade de f(z,y) podemos facilmente calcular derivadas de qualquer ordem de
y , pelo que a funcao sera na verdade de classe C*.

Aplique o método de Fuler com h = 0.1 para calcular uma aproximacao de
y(0.2) e determine um magjorante para o erro cometido.

y(0.1) = y; =yo + 0.1sin(toyp) =1+ 0.1sin(0 x 1) =1
y(0.2) = yo =y; + 0.1sin(t1y1) = 1.00998

Para determinar um majorante do erro devemos primeiro obter, no intervalo
[0, 0.2],

M = max |y"(x)| = max |y cos(zy) + x sin(zy) cos(zy)| < max |y + 1|

como y(0) = 1 e no intervalo em causa a derivada é positiva e inferior a 1,
podemos ver que y < 1.2, pelo que M < 2.2.

Além disso também devemos obter

0
L = max —f‘ = max |z cos(zy)| < 0.2
y |0y y
Finalmente,
MO.1
11(0.2) — 1| < T(eL<°-2—0> — 1) = 0.0224459

Determine uma nova aprozimagdo de y(0.2) usando desta vez um método de
Runge-Kutta de ordem 2.

Y1 =yo + 0.058in(0 x 1) + 0.05sin(0.1 x (1 + 0.1sin(0 x 1)) = 1.00499
Yo =y1 + 0.05sin(0.1 X y1) + 0.05s8in(0.2 x (y; + 0.1sin(0.1 x y;)) = 1.020009.

Nesse caso, y(0.2) ~ 1.020009.



