Licenciatura em Matematica Aplicada a Economia e a Gestao
ANALISE NUMERICA

Exame de Epoca Normal 16/06/2011

Parte I

1. Considere o problema de determinar a medida do cateto c; de um
triangulo rectangulo por dois processos distintos (ver figura). O

primeiro consiste em medir h e ¢;, obtendo depois ¢y = y/h% — 2. O i

segundo consiste em medir h e 6, e calcular ¢ = hsin 6. Ignorando Co
os erros de arredondamento e assumindo que os erros relativos de 9

medicao de todas as grandezas sao semelhantes, isto é, e., = ¢, =~ a

€9, qual dos dois métodos lhe parece mais adequado ?

4

2. Considere a equagao x* — %cosx —1=0.

(a) Mostre que a equagao tem uma unica solug¢ao z no intervalo I = [0, 2] e que a sucessao

definida recursivamente por x,,+1 = /1 + % cos x,, converge para z, qualquer que seja
a aproximacao inicial xy € I.

(b) Mostre que a sucessao referida na alinea anterior converge linearmente, tomando
valores alternadamente superiores e inferiores a z.

(c¢) Considerando agora a aplicacao do método de Newton a resolu¢do do mesmo prob-
lema: i. indique um intervalo onde possa garantir a convergéncia do método, inde-
pendentemente da condicao inicial xg; ii. calcule 3 iteracoes do método de Newton;
iii. determine um majorante para o erro cometido.

3. Considere o sistema de equacoes

2r) + w9 + 2222 = 1
2x1 + 4xy + 23 =
-1 + 25(32 + 45(33 =1

(a) Considere ¢ = 0. Mostre que o método de Jacobi é convergente no caso deste sistema
linear e calcule 3 iteracoes do mesmo. Sem resolver o sistema, forneca um majorante
para o erro cometido e indique o niimero de iteracoes a calcular de modo que o erro,
medido numa norma & sua escolha, seja inferior a 0.5 x 1075,

(b) Considerando agora €* < 1/4, mostre que o sistema tem uma e uma sé solucao
z € [-1,1]® e descreva um algoritmo que poderia utilizar para aproximar z.

Cotacgoes: 1.5 + (2.0 + 1.0 + 2.0) + (1.5 + 2.0)



Parte 11

1. Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f € C*(R).

0 «n/2 wm 3n/2 2«
12 1/2 12 —1/2 —1/2

X

fi

(a) Determine o polinémio de grau < 3 que interpola f nos primeiros quatro pontos da
tabela e forneca uma estimativa para f(37/4).

(b) Sabendo que |f(x)| < 1,Vx € R e que f verifica a equagao diferencial f'+ f = sinx,
determine um majorante para o erro cometido na alinea anterior.

(c¢) Determine o polinémio de grau < 1 que melhor aproxima f no intervalo [0, 27], no
sentido dos minimos quadrados.

(d) Utilizando o método de Romberg com todos os pontos da tabela, determine um valor
aproximado de fo% f(x)dx.

2. Considere os n + 1 pontos distintos xg,--- ,z, € 0s respectivos polinémios de Lagrange
L;(x). Mostre que se tem Z Li(z)=1.
i=0

3. Dado M > 0, pretende-se calcular o integral I(f) = fiVIM f(x) dz, utilizando uma férmula
de quadratura do tipo Q(f) = A f(—x) + B f(0) + A f(x0).

(a) Verifique que Q(x?"™!) = I(z**1). O que se pode concluir quanto ao grau da
formula?

(b) Determine A, B e xp de modo a que o grau da férmula seja o maior possivel e
determine-o.

4. Seja a equagao diferencial y'(t) + 2y(t)sint =0, y(0) = 1.

(a) Usando o método de Euler com passo h = 0.25, determine uma aproximagao de
y(1.0).
(b) Admitindo que |y"(x)| < 2, determine o valor de h a utilizar de modo ao erro no

calculo de y(1.0) ser inferior a 0.5 x 1075.

(c) Mostre que a aplicagdo do método de Crank-Nicholson a esta equagao conduz ao
esquema numeérico

1= hsin z;
Yt = 1 hsin Tip1 4

e aproveite este facto para mostrar que, para a condigao inicial y(0) = 0, o método
fornece a solucao exacta, qualquer que seja o passo h < 1.

Cotacgoes: (1.0 + 1.0 + 1.0 + 1.0) + 1.0 + (1.0 + 1.0) + (1.0 + 1.0 + 1.0)



Tépicos de Resolucao

1. Conforme indicado no enunciado consideremos ¢., ~ ¢, ~ ¢y := €. Usando o primeiro

processo temos

h 2h _— C1 —201 e
Ji2-& aii-& ' Ji-& 2n/ir-&

Eeyg =

enquanto que usando o segundo processo temos

€ inf e, + 0
. -sinf - i
2 " hsin 6

- hsind

sin 6

~hcosf ey~ <1+ QCOSQ) - £,

Assim, como para 6 €]0,7/2[ se tem 1 < 1+ fcosf/sinf < 2, vemos que o primeiro

processo é em geral preferivel, embora para valores elevados de 6 eles sejam equivalentes.

2. (a)

Comecemos por observar que x4 — %cos:c —1=0&2=4/1+ %cos x, pelo que as

solugoes da equagao dada sao exactamente os pontos fixos de g(z) = ¢/1 + %cos x.
Verifiquemos entao se g satisfaz as condigoes do teorema do ponto fixo de Banach
no intervalo indicado:

i. g é continua em I. /

. g(I)C I
Como a derivada ¢'(z) = —sinz (1+ §cosz) i /8 é sempre negativa em [
(apenas se anulando em = = 0), concluimos que g é decrescente e que portanto
9([0,2]) = [9(2), g(0)] ~ [0.943346, 1.10668] C [0, 2].

iii. g é contractiva em [
Como g é diferenciavel neste intervalo, apenas temos que verificar que a sua
derivada ¢, em mdédulo, inferior a 1. De facto, atendendo a expressao de |¢'|, ela
pode ser facilmente majorada por (1 + cos(2)/2)™%/*/8 ~ 0.148901.

Verificadas estas trés condigoes, o teorema do ponto fixo garante a existéncia e
unicidade de um ponto fixo z de g em I e portanto a existéncia de uma e uma so
raiz da equagao no mesmo intervalo. Além disso, sabemos que a sucessao definidada
recursivamente por x,.1; = g(x,) converge para z, qualquer que seja xo € I, o que
prova o resultado pretendido.

A convergéncia do método do ponto fixo podera ser supralinear se ¢’(z) = 0. Neste
caso

8 2 823
Ora, ¢'(z) s6 poderia ser zero se z = 0, sendo que certamente nao é esta a solugao

da equagao. Assim ¢/'(z) # 0 e portanto a convergéncia é apenas linear. Além disso,
como ¢’ < 0 em I, a convergéncia é alternada.

, sin z 1 -3/ sin z
g(z) = — 14+ =cosz =



(c)

Observemos em primeiro lugar que o intervalo I = [0, 2] ndo é o mais adequado, uma
vez que nesse intervalo nao sao verificadas as condigoes suficientes de convergéncia do
método de Newton. De facto, como f'(0) = 0, devemos avancar um pouco o extremo

inferior do intervalo. Consideremos entdo o intervalo J = [1,2] e verifiquemos as
condicoes:
e feC) .

o f(1)- f(2) = —4.10848 < 0.
o f'(z)>0em J
e f"(x)>0em J.
o |f(1)/f(1)]=0.06111< |2—1], |f(2)/f'(2)] = 0.468595 < |2 — 1|
Assim, podemos garantir que o método de Newton converge pelo menos quadrati-

camente para a raiz de f em [1, 2], qualquer que seja a aproximagcao inicial tomada
nesse intervalo. A iteracao do método é dada por

2
Tps1l = Tp — =z
n " (xy,) " 423 + Ssin,

Comecando por exemplo com zg = 1, temos

flzn 22 —Lcosx, —1

r1 = 1.06111, z9 =1.05654, x3 = 1.05651

Como f(zo)f(z1) < 0 sabemos que a raiz pertence ao intervalo [z, z1], pelo que
leo] < 0.06111. Por outro lado,

a = maxs |f@) O] e gs

~ 2ming [f/(2)] - 2[f/(1)]
Usando a estimativa de erro a priori, Mle,| < (Mleg|)?" concluimos que |es] <
2.62256 x 1075.

A matriz do sistema proposto é de diagonal estritamente dominante, pelo que o
sistema tem uma e uma s6 solugao e o método de Jacobi converge para essa solucao,
independentemente da aproximacao inicial escolhida. Tomando o vector nulo para
aproximacao inicial temos:

0 1/2 1/2 5/8
d@=1o |, 2W=[ 0o |, 2@=| -1/4 |, 2¥ =] —9/32
0 0 1/8 1/4

Podemos obter um majorante do erro usando a estimativa de erro a posteriori

n IGI™ )
2= =) < f e lat = =)

Tendo em conta que G = D™'(L + U), obtemos ||G|| = 3/4, pelo que ||z — 2| <

0.486842. Para o erro ser inferior ao limite especificado deveriamos calcular 53

iteracoes.



(b) O sistema pode ser escrito na forma equivalente

_ 1 1 2,.2
I1—§—§LE2—€LE3
x2:—%x1—ix3 <:>w:G(w)

_ 1 1 1
Ts =177 1017 372

Deste modo as solugoes do sistema inicial sao exactamente os pontos fixos de G.
Verifiquemos entao as condic¢oes do terorema do ponto fixo:

i. G é continua em Q = [—1,1]3
ii. G(Q) C Q. Para a1, 2,23 € [—1,1] e €2 < 3 temos

1 11
—1<—§—52§§—§$2—52$§<1
R S 1 <1+1<1
= 94— 2"t 4 =9 Ty~

1_1 1 Lo
9 =4 g7t gr=

Pelo que de facto G(2) C Q

ili. G é contractiva em ). Como G é diferenciavel, basta verificar que || Jg(x)|| < 1,
nalguma norma.
0 —

3 —2e%;

| J,(2) |00 < max{1/2+ 27 3/4,3/4}

Ora, como &2 < 1/4, 1/2 4+ 2¢? < 1 e, portanto, a norma infinito da matriz
jacobiana é inferior a 1.

Concluimos por isso que, estando verificadas as condi¢oes do teorema do ponto fixo
de Banach, G tem um e um s6 ponto fixo em {2 e consequentemente o sistema tem
uma e uma so solucao no mesmo conjunto. A solucao do sistema pode ser aproximada
tomando £ € Q e iterando de acordo com a férmula ™) = G (x™).

Parte 11

Z; i f[v] f[vv] f[vvv]
0 —1/2
2/ pa(z) = 1.2 %x(x =T
T2 1/2 _9/n? 2 T 2
(@) 0 0
m/2 1/2 —2/m?
/ / mys / f(3w/4) = p3(3w/4) = =
3r/2 —1/2




ACS
Al

(3m/4—0)(37/4—7/2)(37 /4—7) (37 /4—3m /2) = f(4 (&)

f(3m/4)—ps(3m/4) = 2048
f(x) =sinz — f(x)

£ ZL’) zcosl'—f,(l') :COSZL’—SiHZL’+f( )

f"(x) = —sinx —cosx + f'(x) = —cosx — f(x)
f@(z) =sinx — f/(x) =sinx —sinz + f(z) = f(v)
Deste modo temos que |f(37/4) — p3(37/4)| < 230448|f(§)| < 20448 ~ 0.1426894.

(c) Considerando a base canénica do espago dos polindémios de grau 2, go(z) = 1, g1(x) =
x, o sistema normal que permite calcular os coeficientes pretendidos é:

B N R R A A [ R

o] = [ en

Deste modo, o polinémio pretendido é p(z) = 55 — ﬁx

Too = 2%(_1/2 -1/2)=-

Too T Tio=2(-1/2+2-1/2-1/2) =0
@) T b Tus Tyo="2(=1/24+2-1/24+2-1/2+2- (—1/2) = 1/2) =0
; . ’ Ty =To+ (T — To,o)/(41 —1)=n/3
Ty ’ Ty = Too + (Too — Trp)/(4 —1) =0
’ Too=Toy + (Toy —T11)/(4*> — 1) = —7/45
Uma possivel estimativa para o integral é dada por fozﬂ fz)de = Thy = —m/45.

2. Usando a férmula interpoladora de Lagrange, > L;(z) = >, 1+ L;(z) é um polinémio de
grau n que toma o valor 1 nos pontos xg, - - - x,,. Por unicidade do polinémio interpolador,
esta soma deve ser a funcao constante igual a 1, como queriamos demonstrar.

3. (a) I(x®Y) = [M a?t da =0
Q($2n+1) — A(—$0)2n+1 + B 02n+1 —|—A$(2)n+l =0
Assim, de facto, temos Q(z*"*!) = I(z*"*1). Podemos daqui concluir que a férmula
terd grau impar.

(b) Comegamos por observar que, face ao resultado da alinea anterior, o calculo dos
parametros deve ser feito exigindo que a féormula seja exacta para polindémios de
grau par, ja que os de grau impar fornecem equagoes redundantes.



Q1) = I1(1) A+B+A=2M

Q(a?) = I(z?) & { A(-w)2+ B-0+ Az =2M3/3 &

Q(a") = I(2") A(=z0)* + B -0+ Azl = 2M° /5
A+B+A=2M B =84
R N P

A férmula obtida tem pelo menos grau 4 mas por (a) terd pelo menos grau 5. Como
além disso Q(2%) = 6M7/25 £ 2M" /7, vemos que o grau da férmula é exactamente
5.

Yis1 = Yi + hf (zi,vi) = yi — h2y;sinx; = (1 — 2hsinz;)y;

Assim, considerando h = 0.25, teremos y(1) =~ y,
=(1-2-0.25sin0)yp = 1

(1—-2-0.25sin0.25)y; = 0.876298

(1—-2-0.25sin0.5)y, = 0.666238

(1—-2-0.25sin0.75)y; = 0.439171

Estando nas condigoes de aplicacao do teorema de existéncia e unicidade de solucao
do problema de valor inicial apresentado, podemos usar a férmula do erro global
para o método de Euler

Mh

y(1.0) = yal < ey (eL(l_O) —1)

em que,

L= max

‘ = max\2smt\ < 2sinl

M = max |y/(£)] < 2

Podemos entao determinar h resolvendo a inequacao

2sin 1h
SIZ (€2 —1) < 0.5x107% < h < 0.37201 x 107
h
Yier = Y+ 5 (f(@i,vi) + f(@ig1, Yir1)

2
h . .

= yi+ 5(—2%’ sina; — 2y;418in41)

= Y — hyisinz; — hy;p sin @i

= (1 —hsinz;)y; — hsinx;1yi1



podemos entao escrever,

(1 — hsinxy)

il — ]_—hSiIll’i i—hSiIlZlfi i1l < Yirl = -
Yir1 = ( )y +1¥Yi+1 < Yit1 1+ hsin 24

como queriamos demonstrar. Relativamente a segunda parte da questao, se yo = 0,
todos os y; serao também zero, desde que o coeficiente (1 — hsina;)/(1 + hsinz;)
possa ser calculado, o que é garantido quando h < 1. Tendo em conta que neste
ultimo caso a solugao exacta é a solucao nula, o método efectivamente é exacto.



