Licenciatura em Matematica Aplicada a Economia e a Gestao
ANALISE NUMERICA

Exame em Epoca Normal 03/06,/2014

Toépicos de Resolucao
Parte I

1. it Considere a equagao cos(z?) — 2z = 0.

(a)

Mostre que a equagao tem uma unica solucao z € R e que essa solucdo se
encontra no intervalo [0, 3].
Comecemos por notar que, como a equacao ¢ equivalente a x = cos(z?)/2,
qualquer solugao estd necessariamente no intervalo [—1/2,1/2]. Como além
disso no intervalo [—1/2,0] se tem x < 0 mas cos(z?)/2 > 0, apenas pode
existir solugdo no conjunto [0,1/2]. Como f é diferencidvel e f'(z) =
(cos(x?) —2x)" = —2xsin(z?) —2 < 0 em [0,1/2] a fungdo f ¢é crescente pelo
que a equacao terd no maximo uma raiz. Finalmente, como f é continua
e f(0)- f(1/2) < 0, f terd pelo menos uma raiz no intervalo [0,1/2]. Por
tudo isto podemos concluir que f tem uma tnica raiz em R e que a mesma
pertence ao intervalo [0,1/2].

Utilizando o método de Newton, apresente uma sucessao garantidamente
convergente para z e obtenha uma aprorimacao da solucao com dois algar-
18smos significativos.

Na alinea anterior j4 menciondmos que f é diferenciavel, f(0)- f(1/2) <0
e que f'(x) < 0. Como além disso f”(z) = —2(1 — (1 + 22?) cos(z?)) < 0,
FO)/F(0)] = 1/2 < (1/2 - 0) e |£(1/2)/£(1/2)] = 0.0138327 < (12 - 0),
estao verificadas as condicoes de convergéncia do método de Newton, qual-
quer que seja a aproximagao inicial zy € [0,1/2]. Relativamente a estimativa
de erro, escolhendo zg = 1/4 e uma vez que

max ()] 1f(1/2)
2win [f(z)] ~ 20)

~ 0.36593,

teremos



]_ n n
|z —z,| < E(Keof < 2.73276(0.0914825)".

Uma vez que para n = 2 se tem |z — x9| < 0.19105 X 1073, x5 essa aprox-
imacao ja terd 3 algarismos significativos. Concretamente, a sucessao escol-

hida para aproximar a solugao é

Ty — 1/4
B Fen) TSN 4 3 cosT
Tpy1 = Tn — f(zn) —

Tpsinx? + 1

xo = 0.250000; x; = 0.495195; 29 = 0.486132.

2. Considere o sistema de equacgoes dado por

he 1 9 9
y = — + harctan(z” + y°),

=1 B
‘ +1+y2’ 2

em que h > 0 é um parametro real.

(a) Mostre que, se h for suficientemente pequeno, existe uma e uma sé solugdo
do sistema no conjunto Dy = [1,1+ h] x [3,1 4 2x].

Verifiquemos se as condig¢oes do teorema do ponto fixo de Banach sao vélidas
no conjunto considerado. A funcdo G(x,y) = (Gi(x,y), Ga(x,y)) é continua
e diferencidvel em R? e portanto também em D,. Além disso,

i.

11.

.2
Como 0 < @ < 1 teremos 1 < Gi(z,y) < 14+ h, e como 0 <
1

arctan(z? 4+ y?) < I tem-se 1 < Ga(z,y) < 1+ 2. daqui resulta a
invariancia de G em D,

A matriz jacobiana de G é dada por

721he’$2 —2y he—x2
1+y? (1+y%)?

2hx 2hy
1+($2+y2)2 1+(m2+y2)2

Observando que o fator h aparece em todas as entradas da matriz,
sempre multiplicado por funcoes limitadas, rapidamente vemos que a
norma desta matriz se pode fazer tao pequena quanto quisermos a custa
de diminuir h. Em particular, para h suficientemente pequeno, G é
contrativa em D),.



Verificadas as hipdtese do teorema do ponto fixo, concluimos que o sistema
tem uma e uma so solucao no conjunto indicado.

(b) Tomando h = 1/10, efectue duas iteragoes do método do ponto fixo e estime
o erro cometido.

z® =(1.,0.5), x® =(1.02943,0.589606), x? = (1.02572,0.595303)

|z—2?) || < L 2@ —2W|| < ﬂxo.oow%% = 4.83665x107*.
= 1-L = 1-0.252
3. Considere o sistema linear Ax = b,
2 10 T 0
1 21 Ty | =
01 2 T3

Mostre que o método de Jacobi aplicado a resolucao deste sistema permite obter
uma sucessao convergente para a respectiva solug¢ao. Calcule trés iteragoes do
método de Jacobi e estime o erro cometido. (SUGESTAO: A norma matricial
associada a norma euclideana € definida, no caso de matrizes simétricas, como
|M || = max |\;| em que \; € valor prdprio de M)

Para garantir a convergéncia do método é suficiente identificar uma norma para a
qual se tenha || — D7Y(L+U)||. Seguindo a sugestao, e uma vez que a matriz nao

é de diagonal estritamente dominante por linhas ou colunas, podemos verificar

que | — D7Y(L + U)|ls = & < 1, o que mostra a convergéncia do método de

V2
Jacobi.

x* ) = Dy — DL + U)x™®

O3 1 2)2 3
IC15 |y _ ooy, = V22 VB o

1-v2 8

Iz — 2@y < ——2—
1=



Parte 11

1. Suponha que dispoe da sequinte tabela de valores de uma funcao f :[0,4] — R,

suficientemente reqular, e tal que sup |f™(z)] <1, n>2.
0<z<4

0 1 2 3 4
0.00 1.84 291 3.14 3.24

X

fi

(a) Determine a melhor aproximagcao de f, no sentido dos minimos quadrados,
por fungoes da forma g(z) = a+ fsinz, «,5 € R.

O sistema normal é dado por

<<¢07¢0> <¢0,¢1>)(06>:(<f7¢0>>
< ¢1,00 > < ¢1,01 > 5 < fip1 >

onde ¢go(x) =1, ¢i(z) =sinz e

4
< 90, ¢o >:Zl‘1:5
i=0

4
< o, >:Z 1-sinz; = 1.13509

1=0

4
<1 ¢ >=» 1-sin’z; = 2.12756

1=0

4
< foo>=) 1-fi=1113

1=0

4
< for>=) 1 fising; = 2.18544
1=0

A resolucao do sistema permite obter a aproximacao pretendida, dada por
g(x) = 2.26743 — 0.182505 sin .

(b) Utilizando o polinémio interpolador de f em todos os pontos da tabela,
determine um valor aproximado de f(5/2), assim como um majorante do
erro cometido.



T Yi f[7] f[’v] f['?"'7'] f["'a'f"]

0.00 0.00
1.84
1.00 1.84 -0.385
1.07 -0.011667
2.00 291 -0.42 0.0325
0.23 0.118333
3.00 3.14 -0.065
0.1
4.00 3.24

pa(z) =0.00 4 1.84x — 0.385z(x — 1) — 0.011667z(x — 1)(x — 2)
+0.0325z(z — 1)(z — 2)(xz — 3)

£(5/2) = ps(5/2) = 3.10391

)
1672 -5/ = TS E - G - 25 - 91G - o) < 0onmss

2. Suponha que pretende determinar uma aprorimacao do integral

400 M 400
I= f(z)dx :/ f(z)dz + f(z)dx,

0 0 M
usando uma formula de quadratura que consiste em aplicar o método de Simpson
composto, com n subintervalos, ao integral fOMf(x) dz. Obtenha uma aproz-
imagao de I e o respectivo majorante do erro cometido quando f(x) = e M =
1.2

5,n = 4. Indique, também para a funcao f(x) = e ™, como determinaria uma

aprorimacao de I com oito algarismos significativos.

Q = L2 (f(0)+4f(5/4) +2f(5/2) + 4f(15/4) + f(5)) = 0.767629

Q — 1| = A‘(fT/(A)‘)E)!f(‘”(g)y < (.813802

Para determinar o valor do integral com 8 algarismos significativos podemos
proceder do seguinte modo.



i. Determinar M de modo que f]\;mf(x) dr < 0.5 x 1078, Como para M > 1
temos e < e7® podemos majorar o integral improéprio por f ]Eooe_x dx e
escolher M resolvendo e™ < 0.25 x 1078,

ii. Escolhido M, determinamos o niimero de subdivisoes de [0, M| de modo quen
o erro de integracao seja também inferior a 0.25 x 1075,

Desta forma o erro global, soma do erro proveniente da truncatura do intervalo
de integracao com o erro de integragao no intervalo limitado, fica abaixo do limiar
pretendido.

. Considere o problema de valor inicial y' = sin(z+y?), y(0) = 0. Determine um
valor aproximado de y(1/2) utilizando o método de Euler com h = 0.1 e estime
o erro cometido.

Upry = up + hf (2, up) = wp, + 0.1sin(ag + uj)

y(0.0) = ug =

y(0.1) ~ u; =up + 0.1sin(zg +ud) =0

y(0.2) = uy =u; + 0.1sin(z; + ui) = 0.00998334

y(0.3) = uz =uy + 0.1sin(zy + u3) = 0.02986

y(0.4) ~ uy =ug + 0.1sin(zs + u2) = 0.0594972

y(0.5) = us =uy + 0.1sin(zy + ui) = 0.0987649
1(0.5) — us| < MQ/LlO| Lz _q|< %(60.5 — 1) = 0.0324361

* Como |y| < 1 podemos concluir que |y(z)] < 0.5, =z €[0,0.5].

* M = sup |y’ (x)] = sup |cos(z + y?) + ysin(2z + 2y*)| < 1.5
[0,0.5] [0,0.5]

0
* L = sup ]—f\ = sup [2ycos(z + 7)< 1
[0,05 9Y [0,0.5]
. Seja f € C*(R) tal que |f'™(z)| < M,
polindmio interpolador de f nos pontos 0, % 5
f(z), para cada x > 0.

> 0,m € N. Seja ainda p,(x) o
3
2

X
3813 Mostre que lim pa(z) =
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