Analise Numérica - 2009/2010
Topicos de resolucao do 1° Teste

1. Temos que by = as + azx e que by = a1 + zby. Assim, temos para o erro
relativo
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2. a) Decompondo a matriz de sistema como A = L+ D+ U e tendo em conta
que neste caso temos L = 0, o método de Jacobi escreve-se
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em que ¢ = D7 'be G = —D7'U. De acordo com a sugestdo, como G é
triangular superior, podemos garantir que G™ = 0 para m > n, o que implica
que lim,, ,,, G™ = 0. Assim, sabemos que o método de Jacobi é convergente,
qualquer que seja a aprox. inicial 2(?) € R™. Mais concretamente,
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Em particular isto significa que, independentemente da aproximacao inicial,
a sucessao (x(m)) é constante para m > n, pelo que a solucao exacta é obtida
no maximo em n iteragoes.

b) No caso particular do sistema proposto temos

0 -3/2 -1
c=D'=(1/2,1,1)T, G=-D'U=(0 0 -2
0 0 0
Assim, de acordo com alinea anterior teremos
1 -1 -1 1/2 1
r=28) =I+G+G)c=0 1 2 1 |=[-1
0 0 1 1 1
¢) Com base na alinea anterior temos que ||G|lco = 5/2, ||G|l1 = 3. Estes

resultados nao contradizem as conclusoes anteriores, ja que o facto de estas
normas nao serem inferiores a 1 ndo implica a divergéncia do método.

3.
a) Escrevendo o sistema na forma F(#) = 0 temos
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Designando x = (z,y, 2z), o método de Newton Generalizado consiste em,
partindo de uma aproximacao inicial x(?), e enquanto se verificar a condicio
[xF+D) — x(®)|| > ¢ fager :



x(k+1) — (k) _ J};l(x(k’))p(x(k))_

b) Para evitar calcular a matriz inversa é usual substituir o algoritmo apresen-
tado na alinea a) por outro equivalente em que, para cada k > 0

i. Calcula-se y, solugdo de Jr(x*M))y = —F(x*)).

ii. Faz-se x*t1) = x(k) 4y

Neste caso particular, para calcular x) comecamos por resolver o sistema
linear

-1 1 0 Y1 -1
Jrxy=-Fx" =1 2 3 v | =1 2
0 0 1/2) \ys -2

A resolugao este sistema linear pelo método de Crout consiste em fatorizar
a matriz de sistema na forma A = L U, em que L é uma matriz triangular
inferior e U é uma matriz triangular superior com diagonal unitéaria, procedendo-
se depois a resolugao dos sistemas triangulares por substituigao ascendente ou
descendente.

-1 0 0 1 -1 0
Jp(x == 1 3 0 0 1 1
0 0 3 0 0 1

Lw=-Fx9) s w=(1,1/3,-4)T

Uy=wey=(16/3,13/3, —4)"

Assim,

xM = x© 4y — (35/6,29/6,—4)".

4.

a) Comecemos por notar que a equagao pode ser escrita de modo equivalente
na forma z = g(z), com g(x) = cos(z)/2. Vejamos que estdao verificadas as
condigoes de aplicagao do teorema do ponto fixo & fungao g no intervalo I =
[0, 7/4]:

i. A funcdo g é continua em [

ii. Como g é decrescente em I, temos que g(I) = [g(r/4), g(0)] = [v/2/4,1/2] C
I, pelo que g(I) C I.

iii. |¢'(z)| = | —sin(x)/2| < v/2/4 < 1, pelo que g é contrativa em I.



Assim, o teorema do ponto fixo garante que a equacao tem uma e uma sé raiz
em [ e que que a sucessio xp41 = cos(xy)/2 converge para essa rafz, qualquer
que seja xg € I. Além disso, como z = 0,7/4 claramente nao sdo solugoes,
podemos afirmar que « €]0, 7/4].

b) Da alinea a) ji sabemos que o método iterativo referido converge para «,
qualquer que seja xq € [0, m/4]. Trata-se apenas de verificar que a convergéncia
é linear. As estimativas de erro do método do ponto fixo garantem uma con-
vergéncia pelo menos linear. Para a ordem de convergéncia ser superior a 1,
terfamos que ter ¢’(«) = 0, o que ndo é possivel ji que ¢'(a) = —sin(a)/2 e
esta quantidade ndo se anula para nenhum « €]0, 7/4].

c¢) Devemos neste caso utilizar uma estimativa a priori , por exemplo

lo —z16] < L'%a— a0
16

< (v2/4) w8

~ 2341 x 1075,



