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1. Seja f: R\ {0} — R a fungao definida por f(z) = (z+1) 5 20 1. Mostre

x
que o algoritmo

n=(@+1)?% z=z2-2r—1, 23=12/2°

é numericamente instavel quando utilizado no calculo de valores de f para x

préximo de zero.
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Considerando que o coeficiente de ¢,, ¢ ilimitado em z = 0, podemos afirmar que

o algoritmo é numericamente instavel para valores de z proximos de zero.

2. Considere a equacao 2% + 10cosz = 0.

(a) Mostre que a equagao tem uma tnica solugdo z no intervalo [3,3.2]. Con-
strua uma sucessao garantidamente convergente para z e utilize-a para de-

terminar uma aproximacao com erro inferior a 0.5 x 1073,

A fungao g(x) = v/—10 * cosz é continua e diferencidvel em I = [3,3.2] e, nesse
intervalo, as raizes da equacao dada sao exactamente os pontos fixos de g. Ob-



servando o sinal de ¢’ nesse intervalo vemos que ¢([3,3.2]) = [¢(3),9(7)] C I.
Por outro lado, como ¢’ < 0 vemos que ¢'(I) = [¢'(3),¢'(3.2)], pelo que
ld'(x)| < ¢'(3) = 0.224255 = L. A funcado g é entdo continua, diferencidvel,
invariante e contrativa em I pelo que o teorema do ponto fixo garante que tem
nesse intervalo um 1inico ponto fixo, z, que serd a solucao da equacao inicial. Além
disso, a sucessao z,+1 = v/—10cos x,, converge para z, qualquer que seja zg € I.
Relativamente a obtencao da aproximagao com a precisao indicada, usaremos a

estimativa de erro a posteriori
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Propomos entao a aproximacao z ~ xy = 3.16198.

(b) A equagao tem outra solugao z; ~ 2. Escolha um intervalo em que o método
de Newton seja convergente para 2o e utilize-o para obter uma aproximacao

de z5 com 4 casas decimais correctas.

Tomando o intervalo I = [1.9,2.1] verificamos facilmente todas as condigoes de
convergéncia do método de Newton, isto é, f(z) = z? + 10cosz é duas vezes
continuamente diferenciavel em I, f(1.9) x f(2.1) = —0.240766 < 0, f" e f” nao
mudam de sinal. Além disso, como |f(1.9)/f'(1.9)] < 0.2 e |f(2.1)/f'(2.1)| <
0.2, o método de Newton converge para qualquer aproximacao inicial xo € I.

Relativamente ao erro cometido, temos que
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Escolhendo xy = 2 temos |z —x¢| < 0.1 e utilizando a desigualdade anterior vemos

que que obter 4 casas decimais correcta devemos realizar 3 iteragoes:

Zo =2

. f (xo)
T1 =Tg — F (o) = 1.9683
Ty =1y — ;,((Z 11)) 1.96887
g =2y — 1F2) _ 1 g6es7

f'(x2)
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3. Considere a matriz A, = 1 —2+4¢ 1 , €>0.
1 0 6+¢

(a) Utilizando o teorema de Gershgorin mostre que a matriz Ay é invertivel.
Para que valores de € o teorema de Gershgorin garante a invertibilidade de

A7

Utilizando os circulos de Gershgorin em colunas, sabemos que qualquer valor

préprio de Ag pertence a reuniao dos circulos
Ci={z€C:|2-3| <2}, Co={2€C:|242| <1}, C3={2€C:|z2-6| <2}

Como nenhum destes circulos contém a origem, A = 0 nao é valor préprio de Ay
pelo que a matriz é invertivel. Quando aumentamos o valor de A todos os circulos
se vao deslocando para a direita. Quando ve = 1 o circulo C5 toca a origem
pelo que ja nao temos garantia de invertibilidade. Continuando a aumentar e
o circulo (5 fica totalmente & direita da origem e temos novamente garantia
de invertibilidade. Resumindo, se ¢ € [0, 1[U]3, +o0[, a matiz A. é certamente

invertivel.

(b) Efectue 2 iteracoes do método das poténcias para obter uma aproximagao

do valor préprio de maior médulo de Ay. Comente os resultados.

AZy(©) 12 7 10
Tomando v(® = (1,1,0) temos que v(? = 0 ___ _ ( , ) )
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Assim a nossa aproximacao do valor préprio dominante serd

T 4@ — 1412
293

Esta aproximagcao do valor proprio dominante, nao sendo eventualmente de grande
qualidade devido ao baixo nimero de iteragoes, ¢ mesmo assim compativel com

os circulos de Gershgorin determinados na alinea anterior.

(c) Obtenha uma factorizagao triangular Ay = LoUj.

Por exemplo, a factorizacao de Doolittle de Ag é dada por

1 0 0 3 1 1
Ag=11/3 1 0 0 —7/3 2/3
/3 1/7 1 0 0 39/7
(d) Considerando b. = [1 0 €]* e designando por z. a solugio do sistema

A.x. = b., determine um majorante para ||z1/10 — Zol|co. (Obs: 145 loo =
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Finalmente, para obter a majoracao pedida devemos determinar ||zo||, o que pode

ser feito resolvendo o sistema Agzo = by. Deste modo concluimos que ||zl = 1,

pelo que H$1/10 — Zplloo < %'

4. Considere a seguinte tabela de valores de uma funcao f € C*°|0, 1] que verifica
1f® oo < 20°.
v |0 1/4 1/2 3/4 1
fl@y|o 12 1 1/3 1

(a) Determine o polinémio p(x) que interpola f nos pontos da tabela, utilize-
o para estimar o valor de f(1/3) e obtenha um majorante para o erro
cometido.

Usando por exemplo uma tabela de diferencas divididas, podemos obter facilmente

_ 352z'  6402® 3262 29z

pa(T) 5 5 + 5 5

Assim, a nossa estimativa serd f(1/3) & p4(1/3) = 252 &~ 0.799726. O erro pode

ser majorado por

(5)
T

~ 0.00054

(b) Determine a melhor aproximacao dos dados, no sentido dos minimos quadra-
dos, por fungoes do tipo g(r) = ax + Bz3.
(c) Utilize o método de Romberg para obter uma aproximacao de fol f(z)dx.

(d) Comente a seguinte afirmagao: ”Se utilizassemos a regra de Simpson com-

posta para aproximar o mesmo integral, o erro seria menor.”

5. Considere o problema de valores iniciais

y'(t) = texp{—y(t)}, y(0)=0.



(a) Utilize o método de Euler progressivo com h = 0.2 para determinar uma

aproximacao de y(1) e estime o erro cometido.

(b) Deduza o método de Taylor de ordem 2 para este problema de valor inicial

e obtenha uma aproximacao de y(1) com h = 0.5.
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