Licenciatura em Matematica Aplicada & Economia e a Gestao
ANALISE NUMERICA

Avaliagao Continua - Teste 1 17/04/2012

1. Considere a funcao f(z) = log(e® + 1) — . Discuta o condicionamento do problema do
calculo de valores de f para valores elevados de x.

2. A equacido —x> + 10z — 1 — e* = 0 possui duas raizes positivas, 0 < z; < 2s.

(a) Mostre que, se zg for escolhido no intervalo [2, 3], estao asseguradas as condigoes de
convergéncia do método de Newton para a maior raiz positiva, zo.

(b) Efectue trés iteracoes do método de Newton e determine um majorante do erro
cometido.
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(¢) Mostre que a sucessao definida recursivamente por x,1; = ———— converge

para z; qualquer que seja zg € [0,1] e determine o nimero de iteragoes que devem
ser calculadas de modo a obter uma aproximacao de z; com erro absoluto inferior a
0.5 x 1076,

3. Considere o sistema de equagbes nao lineares

10z —exy =0
, €>0.
5y —e2cos(x +y) =0

(a) Mostre que, para ¢ suficientemente pequeno, o sistema tem uma tnica solugao no
conjunto = {(z,y) € R?: ||(z,y)|lo0 < 1}.

(b) Considere ¢ = 1 e calcule trés iteragoes do método do ponto fixo. Forneca uma
estimativa para o ntmero de iteracOes necessdrias para atingir uma precisao de 8
algarismos significativos.

4. Considere o sistema linear Ax = b
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Sabendo que ||A~Y||1 = 5/7, estime o erro cometido na solucao do sistema se o segundo
membro utilizado for b = (0.0001, 1,0.0001)7".

Mostre que o método de Gauss-Seidel é convergente, qualquer que seja x(¥ € R3
e calcule trés iteragoes. Indique quantas mais iteragoes deveriam ser realizadas de

modo a garantir que [|x —x(™]|; < 0.5 x 1078,

Determine uma factorizagdo A = LU e utilize-a para resolver o sistema.



Tépicos de Resolucao

1. Ignorando os erros de arredondamento temos que
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Por outro lado, uma vez que pretendemos analisar o condicionamento do problema para
valores elevados de & devemos analizar o comportamento do nimero de condi¢ao quando x —
+00.
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Uma vez que o nimero de condi¢ao nao é limitado para valores grandes de z, concluimos
que o problema nao é bem condicionado.
2.
(a) A fungao em causa ¢é de classe C*®°(R) e é ficil verificar que i. f(2)- f(3) ~ —65.3059 < 0; ii.
f"(x) =—e*—6x <0, xe€]2,3];iii. Como f'(2) ~ —9.38906 < 0 e f" é decrescente (f” < 0),
temos que f' <0, x€[2,3];iv. [f(2)/f(2)] =0.384591 < [3 —2| e |f(3)/f'(3)] = 0.487671 <
|3 — 2.

Estao assim verificadas as condicGes suficientes de convergéncia, para qualquer aproximagcao
inicial xg € [2, 3].

(b) O método de Newton corresponde neste caso a calcular termos da sucessao
xo € [2.5,3]

—z3 + 143, — 1 — €%
—3z2 + 14 —e®

Tp4+1 = Tn —

Temos assim,

o =2.750000000
1 =2.318106052
To =2.291567763
r3 =2.291029281.

Tendo em conta que



M
M = " = 38. L= i ! =9. K =— =2.0281
22132{3” ()| = 38.0855, 221961213\]" ()| = 9.38906, 5K 02819,

podemos utilizar a férmula do erro para o método de Newton,

|z — 3] < K|z — 0]® < (2.02819)7(0.25)% < 0.215416 x 1072,

(¢) Tendo em conta que

1
—:U3+14ac—l—ex:O@l()x:ex—i—lexS(:)x:E(ex+1+x3),

concluimos que as solugoes da equagdo proposta sdo exactamente os pontos fixos da fungdo
g(z) = %O(e“” + 1+ 23). Vamos entdo verificar se estdo reunidas as condicoes de aplicacao do
teorema do ponto fixo a fungao g, no intervalo9 [0, 1]. A fungao é continua e diferencidvel em R e
em particular no intervalo [0, 1]. Como ¢”(x) = (e* +6x)/10 > 0, a funcado ¢’ é crescente. Sendo
g'(0) = 1/10,4'(1) = 0.571828, concluimos que o maior valor de |¢'| é atingido em = = 1, pelo
que a constante de Lipschitz de g é precisamente L = 0.571828 < 1, pelo que g é contractiva.
finalmente, como ¢’ > 0, sabemos que ¢([0,1]) = [¢(0), g(1)] = [0.2,0.471828] C [0, 1], pelo que
g € invariante.

Verificadas as condigoes do teorema do ponto fixo, o mesmo garante que g tem um e um sé
ponto fixo no intervalo [0, 1] e que o método do ponto fixo converge para essa solugao, qualquer
que seja a aproximagao inicial zg € [0, 1]. E tambem vélida a estimativa de erro a priors

|21 — zp| < L™21 — 20| < (0.571828)".

Assim, para atingir a precisdo mencionada basta exigir que (0.571828)" < 0.5 x 1075, o que
é verificado se n > 30.

3.
(a)

10x —exy =0 T = 5Ty
& & (z,y) = G(z,y).
5y — &2 cos(x +y) =0 yz%cos(:p—ky)
A funcdo G acima definida é continua em R?. Devemos agora ver para que valores de
varepsilon podemos garantir que G é contractiva e invariante em §2.

|G (2, 9) |00 < max{mgx |5:Uy/10|,m§x le? cos(x + y)/5|} < max{e/10,?/5}.



Assim, se ¢ < /5, teremos que ||G(z,y)||c < 1, pelo que G(Q2) C Q, sendo G invariante.
Relativamente a contractividade, sendo G diferencidavel, devemos analisar a norma da matriz
jacobiana.
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1Tg(, y)lloo < max{e/5,2¢%/5}

Assim, para garantirmos a contractividade de G basta exigir que ¢ < 1/5/2. Finalmente
conluimos que, se € < 1/5/2, sao verificadas as condigdes do teorema do ponto fixo, pelo que G
tem um e um s6 ponto fixo em ().

(b)

x(© =(0,0)

M =(0,0.05)

2 =(0,0.0499375)
2 =(0,0.0499377)

(2/5)"
1-2/5

Assim, o n mero de iteracoes a realizar pode ser estimado resolvendo a inequacao

(2/5)"
1-2/5

|z — 23| < 2@ — 2|, < - 1.56055 x 1077

1-L

-1.56055 x 1077 < 0.5 x 1078 & n > 5.



