Lista 7

2. Comecemos por provar, por indugao matemadtica, que, qualquer que seja k € N, existe uma sucessao

wy, — 0 estritamente decrescente tal que f*)(w,) =0, para todo n € N.

e Consideremos o caso k = 1:
Sabemos, por hipdtese, que existem 21 > 29 > 3 > ... > x, > ... tais que f(z;) = 0, para todo
i € N. Assim, e porque a funcdo é de classe C'°°, podemos, para cada ¢ € N aplicar o teorema de
Rolle ao intervalo [x;11,;] (note ¢, para cada 4, estamos nas condicoes do teorema, visto que f de
classe C® em Re f(z;41) = f(z;)). Aplicando o teorema de Rolle a cada um dos intervalos obtemos,

para todo ¢ € N,

Jyi €lTiv1, zil: f'(ys) = 0.

Isto é, existem y1,Y2,...,Yn,... tais que y1 > yo2 > ... >y, > ... e f'(y;) = 0, para todo ¢ € N.
Como temos para todo n € N, z,11 < y, < z,, pelo teorema das sucessoes enquadradas ( note que,
por hipétese, lim x,, = 0), concluimos que limy,, = 0.

Em resumo, provdmos entao que existe uma sucessao y, — 0, estritamente decrescente tal que

f'(yn) = 0 e concluimos a demonstracao para k = 1.

¢ Supondo agora que existe uma sucessao w, — 0 estritamente decrescente tal que f*) (wy,) = 0, para
todo n € N e, utilizando exactamento o mesmo raciocinio que fizemos para o caso k = 1 (substituindo
o que ali aparece escrito para a funcéo f pela funcao f*) e o que aparece para a funcéo f’ pela funcao
(f*R)) isto é, a funcdo f*+1)) provamos que tem que existir uma sucessdo z, — 0, estritamente

decrescente tal que f* 19 (z,) = 0, para todo n € N.

Consideremos entao provado que, para todo k € N, existe uma sucessao w, — 0 estritamente decrescente
tal que f*)(w,) = 0, para todo n € N. Como sabemos que f*) é uma funcdo continua em R (visto que
f € C*(R)) podemos afirmar que

lim f*) () = f*(0).

x—0
Pela definicio de limite segundo Heine, podemos concluir que, uma vez que w,, — 0, f*) (wy) = f (k)(O) e
logo (porque j& provamos que f*)(w,) = 0, para todo n € N) concluimos que f*)(0) = 0, o que termina

a nossa demonstragao.



