Matematica 11

2016/2017
Economia, Financas e GGestao

Exercicios com solucoes

1 Complementos de Algebra Linear

1.1. Para cada uma das matrizes seguintes, calcule os valores préprios e, se forem reais, determine os
vectores proprios correspondentes, identificando em cada caso as multiplicidades algébrica e geométrica

2 =7 2 4 (2 1
a)[B—S} b)[—2 6} 10
01 2 00 1 -1 -2
d) [ 0 ] e) |0 30 £) 3 0
00 4 2 5 1
1 1 1 1 1 1 1 10
9|11 1 h) |0 1 Hl1 10
1 1 1 0 1 0 0 2
Solugao: a) A\; = —5, m.a. = 1; vectores préprios u = (¢, ¢), com ¢ # 0, m.g. = 1;
Ao = —1, m.a. = 1; vectores préprios u = (7/3c,c), com ¢ # 0, m.g. = 1;

b) O polinémio caracteristico ndo tem raizes reais (A = 4 + 2i, Ao =4 — 2i);

¢) A1 = 1 +/2; m.a. = 1; vectores préprios u = ((1 +v/2)c,¢), com ¢ # 0, m.g. = 1;
A2 = 1 —+/2; m.a. = 1; vectores préprios u = ((1 — v/2)c, ¢), com ¢ # 0, m.g. = 1;
d) A =0, m.a. = 2; vectores préprios u = (¢, 0), com ¢ # 0, m.g. = 1;

e) A1 =2, m.a. = 1; vectores préprios u = (¢,0,0), com ¢ # 0, m.g. = 1;

A2 = 3, m.a. = 1; vectores préprios u = (0,¢,0), com ¢ # 0, m.g. = 1;

A3 =4, m.a. = 1; vectores préprios u = (0,0, ¢), com ¢ # 0, m.g. = 1;

f) A1 = 3, m.a. = 2; vectores préprios u = (—c¢,0,c), com ¢ # 0, m.g. = 1;

Ao = —1, m.a. = 1; vectores préprios u = (¢, 0, ¢), com ¢ # 0, m.g. = 1;
g) A1 = 0, m.a. = 2; vectores préprios u = (—c; — c2,¢1,¢2), com ¢} € ¢ nao simultaneamente nulos,
m.g. = 2;

A2 = 3, m.a. = 1; vectores préprios u = (¢, ¢, c), com ¢ # 0, m.g. = 1;
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h) A =1, m.a. = 3; vectores préprios u = (¢, 0,0), com ¢ # 0, m.g. = 1;
i) Ay =2, m.a. = 2; vectores préprios u = (¢, c1,¢2), com ¢ e ¢ nao simultaneamente nulos, m.g. = 2;
A2 =0, m.a. = 1; vectores préprios u = (—¢,¢,0), com ¢ # 0, m.g. = 1.

1.2. Prove as seguintes afirmacoes:

a é um valor préprio de A se e s6 se for valor préprio de AT

A
A

o

é um valor proprio de A se e sé se —A for valor préprio de —A;

)
)
c¢) se A for valor proprio de A e |A| # 0, entdo A # 0 e % é valor préprio da matriz inversa A™!;
d) se A for valor préprio de A entao M\E & valor préprio da matriz A*, k € N;

)

se u e v forem vectores proprios de A associados a um mesmo valor préprio A, entdo u+v e tu também
sao vectores préprios de A associados ao mesmo A, Vt € R\{0}.

e

: 1 4
1.3. Seja A = [6 _1}

a) Calcule os valores préprios de A e os respetivos vectores préprios;

b) Determine os valores préprios e vectores préprios de A% (sugestao: use um dos resultados enunciados
no exercicio anterior).

Solugao: a) A\; = —5, vectores préprios u = (—2/3¢,c¢), com ¢ # 0, ;
A2 =5, vectores préprios u = (¢, ¢), com ¢ # 0, ;
b) A =590 vectores préprios u = (—2/3c1,¢1) + (¢2,¢2), com c1,c2 ndo simultaneamente nulos;

1.4. Seja A, uma matriz quadrada de dimenséao 3 tal que A% = Id.

a) Quais sao os valores préprios de A?

b) Apresente um exemplo de uma matriz nestas condigbes que nao seja A = Id.

1.5. Seja A uma matriz quadrada de dimensao 3 e caracteristica 1.

Prove as seguintes afirmagoes:

a) A =0 é um valor préprio de A com multiplicidade algébrica maior ou igual a 2.

b) Tr(A) é igual a um valor préprio de A.

1.6. Sejam A, B matrizes quadradas da mesma dimensao. Supondo que B admite inversa, prove as seguintes
afirmacoes:



a) O polinémio caracteristico da matriz A é idéntico ao polindmio caracteristico da matriz (B_IAB);

b) v é um vector préprio de A associado ao valor préprio A se e s6 se B~'v for um vector préprio de
(B_lAB) associado ao mesmo valor préprio. [

1.7. Mostre que a matriz

0510
5 0 5 0
A_1505
0050

Tem dois valores préprios positivos e dois valores préprios negativos, contando multiplicidades algébricas
(nao é necessério calcular os valores préprios).

1.8. Considere a matriz A e o vector x definidos por

a a 0 x
A=1|a a O e x= |y (a,b € R)
0 0 b z

a) Identifique o polinémio caracteristico, P()), associado a matriz A;
b) Determine os valores préprios de A;

c) Calcule x” Ax;

d) Sejam a,b > 0. Sem efetuar qualquer célculo, mostre que existe um vector x nao nulo, para o qual
T
x' Ax = 0;

e) Classifique x? Ax para todos os possiveis valores de a,b € R.
Solugdo: a) P(\) = (b—A)(=A\)(2a—A); b) A\; = b, Ao = 0,3 = 2a; c¢) x! Ax = az? + 2azy + ay® + bz?;

e) SDPse (a>0eb>0);SDNse (a <0eb<0);
Ind. nos restantes casos, isto é, (a >0e b < 0)ou (a <0eb>0).



1.9. Classifique as seguintes formas quadraticas

a) q(z,y) = 2> + 2zy + y?

b) q(z,y) = 2% — 2zy +y°

c) q(z,y) = 2* -y

d) q(z,y,2) = 22 + 4oy — 2xz + Ty? — 322
e) q(x,y,2) = 2 — 4oy + 4wz — 22

f) q(x,y) = 622 + 4xy + 3y>

g) a(z,y) = 2? +day + 3

) a(z,y
h) q(z,y) = 222 + 62y + 49>
i) q(x,y,2) = 3y* + da=z
i) q(z,y) = 2? + 4zy + ay?® (onde a € R).

Solugao: a)SDP b)SDP c¢)Ind. d)Ind. e)Ind. f)DP g)Ind. h)Ind. i)Ind. j)Ind se a < 4, SDP
sea=4eDPsea>4.

1.10. Classifique as seguintes matrizes simétricas (quanto a serem definidas positivas, semi-definidas posi-
tivas, negativas, semi-definidas negativas ou indefinidas)

1 2 -1

31 -5 1 -5 1 1 2
a)[14] b)[ 15] c)[ 1_5] d)[2a],aeR ol 27 o0
10 -3
1 2 -1 0 0 0 3(1)28 - 1 1
f) 2 7 -5 g |0 4 0 h) 0 a 2 0 ,a € R i) -3 0
-1 =5 4 0 0 —4 0007 1 0 -2

1 -1 0]
iyl -1 1 0

Solugao: a)DP b)Ind. ¢)DN d)Ind. sea <4,SDPsea=4eDPsea >4 e)Ilnd. f)SDP g)Ind.
h)Ind. sea<—vV2Va>v2 DPse —vV2<a<+v2eSDP sea==+v2 i)DN j) Ind.

1.11.

Para cada uma das seguintes afirmacoes, prove que ela é verdadeira ou apresente um contra-exemplo.
Em cada caso, admita que as dimensoes das matrizes A, B sdo tais que os produtos matriciais indicados
estejam bem definidos.

a) Se B admite inversa, entdo as formas quadraticas Q(z) = 27 Az e R(x) = 27 BT ABx sdo do mesmo
tipo.
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Se B admite inversa, entdo as formas quadraticas Q(z) = v Az e R(x) = 2T BAB~!x sdo do mesmo
tipo.

Se a caracteristica de B for igual ao seu niimero de colunas e a forma quadratica Q(z) = z” Az for
definida positiva, entdo a forma quadratica R(y) = y’ BT ABy é também definida positiva.

Se a caracteristica de B for igual ao seu nimero de colunas e a forma quadratica Q(z) = 2T Ax for
definida positiva, entdo a forma quadratica R(y) =y’ BABTy é também definida positiva.

Se a forma quadrética Q(z) = x” Az for definida positiva, entdo a forma quadrética R(y) = y? BABTy
¢é semidefinida positiva.

Se a caracteristica de B for igual ao seu nimero de colunas e a forma quadratica Q(z) = z¥ Az for
indefinida, entdo a forma quadratica R(y) = y” BT ABy é também indefinida.

Se a caracteristica de B for igual ao seu nimero de colunas e a forma quadritica Q(z) = 2T Az for
indefinida, entdo a forma quadrética R(y) = yT BAB”y é também indefinida.



2 Funcgoes de varias variaveis: limites e continuidade

2.1. Determine os dominios das seguintes funcdes de R? em R e represente-os graficamente

\/ —.’132— 2 /e_eac
a)f(z,y) = % b)f(x,y) = m o) f(z,y) =In(z —y)?
Dfey) = — VTV Gy =@ - )V @ FE 1)

Inz? —In (3 —x)?

Solugdo: a) {(z,y) €ER? : x> 0Az #eAz?+y?> <9} b){(z,y) €R?: 2 < 1Az?+y? <4n2?+y? # 3}
Il@y) €R 24y} D) {@y) €R o #£0As£3Az£3/2) {0y ER sy >
0Az? 492 —1<0}

2.1. Determine o interior, exterior e fronteira de cada um dos seguintes subconjuntos de R?. Classifique-os
relativamente a serem abertos, fechados e limitados.

A={(z,y) eR?: (z—1)2+ (y+2)? < 4} B={(z,y) € R?: 22+ 4% > 9}

(z—2)*  (y+1)°

C={(z,y) e R?: +y—6<1} D = {(x,y) € R%: 1 + 5 =1}

2
?

Solugao: int(A) = A, fr(A) = {(z,y) € R? : (z - 1)2 + (y +2)? = 4} ext(A) = {(z,y) € R? :
(x—1)24 (y+2)%2 >4}, A éaberto e limitado. int(B) = {(z,y) € R?: 2%+ y? > 9}, f (B) ={(z,y) €
R?: 22 +y? =9}, ext(B) = {(z,y) € R? : 22 +4? < 9}, B é fechado e nio é limitado. int(C) = {(z,y) €

2 2 2 )
R? : %—l—?—ﬁ < 1}, fr(C) = {(z,y) € R? : %4—% = 1}, ext(C) = {(x,yz) e R?: — +y6 > 1}, Cé
fechado e limitado. int(D) =0, fr(D) = D, ext(D) = {(x,y) € R?: @ + y+1 # 1}, D é fechado
e limitado.

2.2. Represente graficamente o dominio Dy, indique analiticamente int(Dy), fr(Dy), ad(Dy) e D} e diga,
justificando, se Dy é aberto ou fechado, se ¢ limitado e se é compacto, para cada uma das seguintes funcoes
de R? em R:

|z —4
In(4 — 22 — y?2)

In(z? — y)
Vite

Of@y)=vy+tr—Ln@d—(=z+1)2-(y—-1)?) df@y)=vVe—ly+vV2—12 -z
e)f(z,y) = x\/y? — 4+ /16 —2® — ¢?

a’)f(x7y) = b)f(l‘,y) = I‘(l—l’)—F
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Solugdo: a) Dy = {(z,y) € R? : 4 — 22 —¢y?> > 0 AIn(4 — 2% — ¢?) # 0} = {(z,y) € R? : 22 + 9% <
4Nz* +y?) # 3}, int(Dy) = Dy, fr(Dy) ={(z,y) eR*:2” +y*> =4Va®+y* =3}, ad(Dj) = D} =
{(z,y) € R?: 22 +y* < 4}. Dy é aberto, ndo ¢ fechado, é limitado mas nao é compacto.

b) Dy ={(z,y) € R?* : x(1—z) > 0Az*—y > 0Ay+2 >0} ={(z,y) eR? : 0 <z <1IA—z <y < 2?},
int(Dy) = {(z,y) ER? : 0<z <1A—z<y<a?}, fr(Df) ={(z,y) eR?: (y=22 A0<z<1)V(y=
-2 A0<z<1)V(z=1A —z<y <z}, ad(Dy) = D = {(z,y) eER?: (0<z<)A(—z<y<zH}.
Dy nao é aberto nem fechado, é limitado mas nao é compacto.

) Dy ={(z,y) eERZ:y+2-1>0Ad—(z+1)2-(y—-1)2>0}={(z,y) eRZ:y>1-zA
(z+ 1)+ (y—1)2 <4}, int(Dy) = {(z,y) ER? ry >1—aA(z+1)2+ (y—1)* < 4}, fr(Dy) =
{(z,9) eR?:y=1—-2zA(z+1)2+(y—-1)2<4}U{(z,y) ER?2:y>1—aA(z+1)2+ (y—1)% =4},
ad(Dy) = D = {(z,y) € R?:y>1-—xzA(x+1)2+ (y—1)*> < 4}. Dy nao é aberto nem fechado, é
limitado mas nao é compacto.

d)Ds = {(z,y) € R? : z—|y| > 0A2—y? —z > 0}, int(Dy) = {(z,y) € RZ : z—|y| > 0A2—y?—z > 0},
fr(Dy) ={(z,y) Rtz —Jy =0A2—92 -2 >0} U{(z,y) e Rz —|y| > 0A2—y*—z =0},
ad(Dy) = D} = Dy. Dy nao é aberto, é fechado, ¢ limitado e portanto é compacto.

e)Df ={(z,y) ER?*: y> =4 >0A16 — 2% —y?> > 0} = {(z,y) € R?: (y > 2Vy < —2) Az? +y? < 16},
int(Df) = {(z,y) € R : (y >2Vy < =2) Az?+y? < 16}, fr(Ds) = {(z,y) e R : (y =2Vy =
—2) Aa® +y® <16} U {(z,y) € R?: (y > 2Vy < =2) Az® +y® = 16}, ad(Df) = D} = Dy. Dy ndo é
aberto, é fechado, é limitado e portanto é compacto.

2.3. Determine o dominio da funcio f de R? em R definida por

In(x? + y% — 4)
x| =

flz,y) =

Faca a sua representacao grafica e mostre que Dy é um conjunto aberto e ilimitado. Averigue se ext(Dy)
também é aberto e ilimitado.

Solugao: Dy = {(z,y) € R? : 22+ y?> —4 > 0 A |z| —4 # 0}. Ext(Dy) = {(z,y) € R : 2 + y?> < 4} e
portanto é um conjunto aberto e limitado.

2.4. Determine o interior, a fronteira, a aderéncia e os pontos de acumulacao dos seguintes subconjuntos

de R?

A = {(0,0),(0,1), (1,0), (1,1)} DB = {(r,) €R”: (0,9) = (.)€ N}
@czu%weR%xZQy:p4w%meN}
Solugao: a) int(A) =0, fr(A) = A,

fr(B), B' = {(0,0)}. ) int(C)
= fr(0).

. b)int(B) =0, fr(B) = BU{(0,0)}, ad(B) =
x >0, y =0}, ad(C) = fr(C),
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2.5. Calcule os seguintes limites de sucessoes de pontos em R? (caso existam):

2 n’ n+3
a) lim M ,In 2n 2 b) lim n3 _|_n_n2 _ 1)7\/5.\/57—’_32
1+ 2n2 2n +1 (Vn+1)

c¢) lim <n <e% - 1) ,sin %)

Solugao: a) (e,—1); b) (+00,1); c) nio existe.
2

2.6. Calcule os seguintes limites:
L . n 2\" 1\"
a) lim,, com T, = [271“’ <1+n) , In <1+n> }

1
2 2\ 241\3
b) lim 7z, com T, = \/ﬁ—\/n—l,(%—l).n,n.lnn+ A1—-————=) . ml
n n2+1 2n?

Solugao: a) (1/2,¢%,1); b) (0,1,2,0).

2.7. Estude a existéncia de limite no ponto (0,0) para as seguintes fungoes

22— 2 25—y 24y
) flz,y) = ——Y b)) flay) = =L o) flwy) = Y
) f(z,y) Py P ) f(z,y) 21y ) f(z,y) Ry
x? — 92 Ty 2y
d = e f —
) fo) =l ) fa) = 5o ) Fo) = 5
y 2 +y?, sex>0,y>0
) Flog) = SO gy gy = Ty 2 | |
Ty == 22 . —J Taer -
0, sex <0Oouy<0.

Solugao: a) Nao existe b) 0 c¢) Naoexiste d)0 e) Naoexiste f) Naoexiste g)0 h)Nao

existe 1) Nao existe.

2.8. Determine, caso exista, o prolongamento por continuidade a origem de cada uma das fungoes do

exercicio anterior.
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Solucao: Relativamente as alineas em que o limite nao existe, ndao é possivel obter o referido prolonga-
mento. Relativamente as outras, basta definir o valor da fungao na origem como sendo o respectivo limite.
Por exemplo, na alinea b) o prolongamento é

{f(x,y), (z,y) # (0,0)
0 r=y=0

2.9. Estude a existéncia dos seguintes limites

g lm @=DE-1 b lim (@ —D(y+3) +sin(z—1)(y+3)
(@y)—21) (T —2)2 + (y — 1) (2.9)—(1,-3) (z —1)(y +3)
0 3(z —2)%(y—1) 4 lm 2? + o
(@y)—21) (x —2)2 4 (y — 1)? (2y)=(00) @
e) lim 7:62 —y 1 ) lim —xzy +ay’
(zy)—(1,00 x—1 (xy)—(0,0) T2+ 12
o V=1 B otm R
(z,9)—(0,1) 22 + (y — 1)2 (2,,2)—(0,0,0) T2 + y2 + 22

Solugao: a) ndo existe b)1 ¢)0 d)ndoexiste e)nadoexiste f)1 g)0 h)O.

2.10. Considere a funcao f de R? para R definida por

3 3
_r Yy

a) Indique o dominio de f.
b) Mostre que 2% — 32 é multiplo de x — y.

c¢) Pode a fungao f ser prolongada por continuidade a recta y = z?

Solugao: a) Dy = R?\ {(z,z) : z € R}. ¢) Sim, basta definir o valor de f em pontos da recta como sendo
f(z,z) = 32

2y
x2—y

2.11. Considere a funcao f(z,y) =

3 .

a) Calcule lim  f(x,y). O que pode concluir sobre lim  f(z,y)?
(2:1)(0,0), (z,y)—(0,0)
y=x+x

b) Calcul li 1. O d luir sob li ?
) Calcule o f(z,y), |m| # que pode concluir sobre (I7y)1l>r%070) f(z,y)

y=mx
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3 Calculo Diferencial em R"

3.1. Determine as derivadas parciais de primeira ordem de cada uma das seguintes funcoes e defina os
respectivos dominios:
2
v —yx, yFT

a)f(z,y,2) = 3zy + 22 — 2y + 2% b) f(z,y) =
x, Y=

Solugao: a) f5’6=3y+2m;fg’/:3a:—z;féz—y+2z;ng’C=Dfl’/=Df;=R3
b) fr=2z—ysez#yefr=0sex=y=0;f=—xsex#yef,=0sex=y=0
Df.=Df, = R:\{(a,a) : a 7 0}

T —

—— ¢ solugao da equacao
r+y

3.2. Mostre que f(z,y) =

of of 2

or Oy x4y

em qualquer dos semiplanos abertos z +y >0 ou x + y < 0.

3.3. Considere a fungao
eV —(r—y+1)

pra— , TFY
fl@,y) =
0, r=y
a) Estude a continuidade de f(x,y) no ponto (1,1).
b) Verifique que f;(a,a) + f,(a,a) =0, Ya € R,
Solugao:
a) f ¢é continua no ponto (1,1).
3.4. Dada a funcao
22 — 42
s P+ #£0
flay)y =4 Y :
0 , x=y=0

indique segundo que vectores existe derivada na origem e calcule o seu valor.
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Solugao: d- f(0,0) existe para ¥ = (o, a) e U = (o, —a), a € R\ {0}. Nesse caso, = f(0,0) = 0.

3.5. Considere a funcio f : R?> — R definida por

2
B s 40
_ ) ey
f(‘r7y)_ )

0 ,x=10

a) Mostre que a func¢ao admite derivada na origem segundo qualquer vector e calcule-a.

b) Mostre também que f nao é continua em (0,0).

c¢) Sem fazer qualquer célculo, indique o valor de %(O, 0) e de (;ch((), 0).
62
_ o se a#0 , of of
Solugao: a) 9, (0.0) = (@B eR\{0.0}. 9 F0.0 =00 -0

0 sea=0

3.6. Estude a diferenciabilidade das seguintes func¢oes nos pontos indicados e escreva as expressoes dos
respectivos diferenciais de primeira ordem (no caso das fungdes diferencidveis):

Ty, TFY
a) f(z,y) =% +y?, no ponto (0,0); b) f(x,y) = , em (1,1);

xy — 2y + 3z, T £y
C) f(l'ay) = , €m (an)a d) Y(x) = (:Ez + 173:)’ em z = 1;
22y’ +3x -2y, =y

Solugao:
a) f é diferencidvel em (0,0); Df(0,0)(h) = 0; b) f nao é diferencidavel em (1,1); c¢) f é diferencidvel
m (0,0); Df(0,0)(h) = 3h; —2hy; d) y é diferencidvel em x = 1; Dy(1)(h) = (2h, h).

3.7. Escreva as expressoes do diferencial de primeira ordem das seguintes fungdes nos pontos indicados:
a) f(z,y) =y®, num ponto genérico (a,b), com b > 0;

xr1 — o + X3
\/.%'3—1

Nota: Admita a partida que as fungoes sao diferencidveis.

b) f(z1,22,23) = , no ponto (1,-3,2).
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Solugéo: a) Df(a,b)(h) = b*Inb.hy +ab®L.hy b) Df(1,—3,2)(h) = hy — hy — 2hs.

3.8. Mostre que sao continuas e que nao sao diferencidveis nos pontos indicados, as fungoes

—3z(y —2)% 4+ 23 21y .
L se (a,y) # (0,2) _ B a2 20
2 —2)2 2 1 .2
a) f(x,y) = =%+ (y ) b) g(z,y) = \/m
07 se (l‘,y) = (072)7 0, sexr =y = O,
e (0.2) em (0,0);
c) h(z,y) = /|z|cosy, em (0,0).

3.9. Utilize a regra da derivagao da fungao composta para calcular

d
a) d—‘];, onde f = 2%y3, sendo x =tel e y =12 + 1;

d x 1
b) d—J;,ondef:u2+v3, sendou:—,v:(x—|—2y)3ex:¥,y:tgt;
Yy
)dz d 2y ; it
¢) —, supondo que z = ——— € T = COs = sint.

d) Vf(1,1), onde f(z,y) = sin(2u — v3 + w), sendo u = e* ¥, v = zy? e w = 23y?;
e) gf((), 1,1), onde f(z,y,2) = (u? —3v)5, comu =e> e v = In(y2z3);
Y
f) Vf(1,2,3), onde f(z,y,2) = g(u,v,w), com u = 5x + 3z, v = 8¢ + 2y, w = —y + 2z e sabendo que
Vg(14,12,1) = (4,5,6).

Solucao:
a) & = 2te(t + 1)(2 + 1) + 63 (¢ + 1)%;
d = i
b) 4 = —2tl3tg+t — 2%2?;%: +9(—% + 2sec?t) (2 + 2tg 1)% ) % = 2 —4sin’t; d) Vf(1,1) =

(4cos2,—6cos2); e) %5(0, 1,1) = =30; f) Vf(1,2,3) = (60,4,18).

3.10. Se a funcado f(u,v,w) é diferencidvel no ponto u =z —y, v =y — z e w = z — x, prove que, com
F(x,y,z) Zf(x—y,y—z,z—x),

ox Oy 0z
3.11. Dada a fungao
(z —1)%y°
3 (@) #(1,0)
)2 142
glay)={ @y
0, (z,y) = (1,0)
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a) Determine as fungoes derivadas g;(z,y) e g, (z,y), indicando onde sdo definidas.
b) Mostre que g, (z,y) e g,(=,y) sdo fungdes continuas em R2.
c) Estude a diferenciabilidade da func¢ao no ponto (1,0).

d) Estude a continuidade da func¢ao no ponto (1,0).

Solucgao:
2(x — 1)yt 2(x —1)%
€ (_ o J)ryy2)2, (z,y) # (1,0) s ] @ (_ 2 152)2, (z,y) # (1,0)
y\ d)

{8 (z,y) = (1,0) 0, (ac,y) = (1,0)
Assim, Dy, = Dy = R2. ¢) g é diferenciavel em (1,0). d) g é continua em (1,0).

a) gz(z,y) =

3.12. Seja f : R? — R a funcdo definida por
(z? +y*)sin _
) 2’
flz,y) = vy

0, se (z,y) = (0,0).

se (z,y) # (0,0)

a) Calcule 8—f((),O) of

8x € 87?4(0,0)

0
b) Determine a—f(az, y) e mostre que é descontinua em (0,0).
Yy
¢) Verifique que f é diferencidvel na origem.

d) Calcule 8(%7%”‘(0,0).

e) Estude a continuidade de f na origem.

Solucgao:
a) fz(0,0) = f,(0,0) = 0;
2y sin 1 -y L cos —— , (x,y 0,0
b) fy(w,y) = Var+y? Va2 +y? Va?+y? (z.9) # (0,0) ;d) 0; e) f é continua em (0,0).
; (z,y) = (0,0)
3.13. Utilize a funcao ‘
sin x
, y#0
9(z,y) =
0, y=20

e o ponto (0,0) para mostrar que o facto de uma fungao ter derivadas parciais finitas num ponto nao significa
que seja continua nesse ponto. A funcao dada serd diferencidvel no ponto (0,0)? Justifique.
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Solucgao:

A funcao nao é continua em (0,0), e portanto também nao é diferencidvel nesse ponto.

3.14. Considere a funcao definida em R? por

Ly

m7 se (z,y) # (0,0)

f(xay> =
0, se (z,y) = (0,0).

a) Prove que f é continua em (0,0).

. Of of
b) Determine %(0,0) e o

c¢) Verifique que f nao é diferenciavel em (0,0). Sem fazer cdlculos, o que pode concluir sobre a conti-
nuidade de 8—]; e g;j em (0,0)?

(0,0).

Solucgao:
b) £2(0,0) = £;(0,0) =0 c) Como f ndo é diferencidvel em (0,0), pelo menos uma das fungées f; ou f
(ou ambas) nao é continua em (0, 0).

3.15. Seja f : R? — R a funcdo definida por

z(z —y)
+
f(xvy): vy
0 sex+y=0

serx+y#0

a) Estude a continuidade de f no ponto (0,0) (sugestao: calcule o limite segundo a parabola de equagao
y=—x+z?).

0
b) Calcule a funcao derivada parcial a—f e estude a sua continuidade em (0,0).
x

c¢) Estude a diferenciabilidade de f em (0

0 0
d) Mostre que <8£(0,0)7 55(070)> . (g

,0).
, @) # 8(ﬁ ﬁ)f(O, 0). Comente esse resultado.

Solucgao:

a) f nao é continua em (0,0).

b) fi(x,y) = xQEff;_ﬁ sex+y#0e fl(z,y) =1se (x,y) = (0,0) (nao existe f.(a,—a),a # 0); a fungao
f2(x,y) ndo é continua em (0, 0).

c¢) f nao é diferencidvel em (0,0).

d) Os dois valores s6 teriam de ser iguais se a fungao f fosse diferenciavel em (0, 0).
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o*f o'f

3.16. Calcule 922 e m, para f

(z,y,2) = 222%y + 2ye®.

0%f 2, O

Solugio: 21 —92y22, — 9 _ 4,
Oea0t B e " 022020y :

2

3.17. Calcule f7,, fy, e fi,, para cada uma das seguintes fungées, indicando os respectivos dominios:
ysinz, y#0
a) f(z,y) = xsin(z +y); b) flz,y) =
2, y=0
Solugéo:
a) fl, = 2cos(x + y) —zsin(z +y), = cos(z +y) — zsin(z +y) e fry, = —2sin(z +y) — zcos(z + y).
b) 9’3’2 = —ysinz, fy), =cosz e %x = —smx,

3.18. Calcule a segunda, terceira e quarta diferenciais de f(z,y) = \/zy no ponto (1,1).

Solucao:

D?f(1,1)(h?)
D*f(1,1)(h?)
D*f(1,1)(h?)

Ih3 + 3hihy — 1h3,
h3 — gh§h2 - 3h1h2 3p3,
Bht 416h3h2 + 616h2h2 +43hih3 — 2h3.

|
[o/e][SV]

3.19. Escreva a expressao geral da n-ésima diferencial da fungao f(x,y) = sin(z + y) no ponto (0,0).

Solugao: D" f(0,0)(h) = sin(nn/2) Z (M) heho—!
i=0

3.20. Mostre que f(z,y) = In(e® + €¥) satisfaz a equagao diferencial

it (2EV
0x? Oy? oxdy )

em todos os pontos de R2.

0
3.21. Seja f € C%(R?) uma funcdo real tal que a—f(0,0)
u

of

By —=(0,0) = 1. Seja g : R? — R definida por

g(z,y) = flysen z,y°).
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Mostre que a matriz hessiana de g em (0,0) é { (1) ; } .

3.22. Considere a funcao f : R? — R definida por

f(z,y) = zy? + g(u,v,w), com v =sen y*, v=1Inz e w = ye.
0% f
0yox

Sabendo que a funcdo g é de classe C?(R?), calcule (1,0).

~ 52 52 0
Solugio: 2 (1,0)=e (ng(o,o,o) + %(o,o,o)).

3.23. Mostre que as fungoes seguintes sao homogéneas ou positivamente homogéneas. Determine o grau de
homogeneidade e verifique a identidade de Euler:

. Ty
x—l—y)sm o 9 | ($7y)7é(070)
x +vy)? 22 4 92 ( < 2 2)

0 fr) =0 I ) g2 = VL ) o) = v

0, (z,y) = (0,0)
Solugao:
a) f é homogénea de grau 0;
b) f é positivamente homogénea de grau —1;
c¢) f é homogénea de grau 1.

w3y 2871

3.24. Estude a homogeneidade de g(z,y,2) = 22 + 2%y — 23998 e de h(z,y) = , fazendo a

3-8
Y
discussao em funcao dos parametros « e 3 reais:

a) Recorrendo directamente & definicao.

b) Utilizando a identidade de Euler.

Solucgao:

g € homogénea de grau 2 para o = —% ef= %;
h é homogénea de grau a +  para f =a+4,a € R.

x z
3.25. Sendo g(u,v) diferenciavel em (, >, com z,y # 0, prove que a fungao
y x

Faps) =ty (52),

verifica a identidade z.f] + y. fz’/ + z.fL = 2.f. Interprete este resultado em termos de homogeneidade.
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Solucgao:

f é positivamente homogénea de grau 2.

3.26. Sendo f(x) uma funcao de R™\ {0} em R, homogénea de grau zero e nao constante, prove que nao
existe o liH(l) f(x).
x—

3.27. Considere a funcao f : R? — R definida por

fa =m (7).

r+y

Escreva a férmula de Taylor de ordem 2, em torno do ponto (1,1).

(I+h)(1+E)

Solugao: In ST hik

1. 1. 1/ 3, 1 3
= —In2+h+-k+=(—Sh®+ —hk — k2 :
n2+sht g +2(4h+2M 4k)+mw¢)

3.28. Para cada uma das seguintes funcoes, escreva a respectiva férmula de Taylor de segunda ordem em
torno do ponto indicado

a) f(z,y) =sin (zy + 2?), em torno do ponto (1, —1).

b) f(x,y) = cos(zlny), em torno do ponto (2,1).

¢) f(z,y,z) =In (ﬁ), em torno do ponto (2,—1,1).
3.29. Para cada uma das seguintes fungoes, escreva a respectiva formula de Taylor de terceira ordem em
torno do ponto indicado

a) f(z,y) = e=+%’ em torno do ponto (0,0).
b) f(x,y) = cos(ze¥), em torno do ponto (0,1).

¢) f(x,y) =2y (zy — 1), em torno do ponto (1,2).
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4 Problemas de Extremo

4.1. Determine e classifique os pontos criticos das seguintes funcoes de R? em R
a)x? + y? b)x? — y? c)ad + 3 d)x® — 3
ezt + Pt — ot g)3zy — x> — o3 h)xlnz +ylny

i) +ye¥  §)22% + 2y? + 522 4 o2 k)zt +y* — 4oy + 1 1)2%y?

Solugao: a) (0,0) é minimizante; b) c¢) d) (0,0) é ponto de sela; e) (0,0) é minimizante; f) (0,0) é
ponto de sela; g) (0,0) é ponto de sela e (1,1) é maximizante; h) (1/e,1/e) é minimizante 1) (0, —1)
é ponto de sela; j) (0,0) é minimizante, (—5/3,0) é maximizante, (—1,2) e (—1,—2) s@o pontos de sela;
k) (0,0) é ponto de sela, (1,1) e (=1, —1) sdo minimizantes; 1) (0,b) e (a,0) Va,b € R, sdo minimizantes;

4.2. Determine e classifique os pontos criticos das fungdes seguintes, em fungao do pardmetro a € R\ {0}
a)f (@,y) == b)f () = az® — y?

Ofey)=a* —ar® =32 d)f(x.y) = o tay? o

Solugao: a) Ponto critico: (0,0). Se a < 0, minimizante; se a > 0, ponto de sela. b) Ponto critico: (0,0).
Se a > 0, (0,0) é ponto de sela; se a < 0, (0,0) é maximizante. ~¢) Pontos criticos: (0,0) e (%%,0). Se
a >0, (0,0) é maximizante e (23—“, 0) é ponto de sela; se a < 0, (0,0) é ponto de sela e (23—“, 0) é maximizante.
d) Pontos criticos: (—3,0) e (3,0). Sea < 0, (—31,0) maximizante e (1,0) é ponto de sela; se a > 0, (—3,0)
é ponto de sela e (%, 0) é minimizante.

4.3. Considere a funcao f(z,y) = (y — a) ze®.
a) Sabendo que (0, 1) é ponto critico de f, determine « e classifique o ponto critico (0, 1).

b) Mostre que f nao é limitada.

Solugao: a) o = 1. O ponto critico é ponto de sela.

4.4. Seja a funcio f : R? — R definida por f(z,y) = 4a(y —2)? 4+ (82 — 1)(22 — 2)?, onde o # 0, 3 # 1,
B # —1. Mostre que (1,2) é o inico ponto critico de f e classifique-o em fungao dos possiveis valores de a e

B.
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Solugao: Se |B] < 1 e a < 0 entao (1,2) é maximo local; se |3| > 1 e @ > 0 entao (1,2) é minimo local,
nos restantes casos é ponto de sela.

4.5. Considere a funcao f : R?> — R definida por f(z,y) = z2ey =3,
a) Determine os pontos criticos da fungao f.
b) Mostre que a fungao f assume nos pontos da forma (0,b) o seu minimo absoluto.
c) Justifique que
(i) f ndo é limitada em R?;

(i4) f tem mdximo e minimo em B = {(z,y) € R? : 2% 4+ y* < 9}.

Solugao: a) Pontos criticos: (0,b) com b € R.

4.6. Determine os extremos absolutos da funcao f no conjunto M, com

a)f(r,y,z) =x — 2y + 2z, M = {(m,y,z) ER3 2?2+ 4+ 22 = 1}

b)f(z,y) = 422 4 o2, M:{(:p,y)e]RQ:sz—l—y?:l}

o) f(z,y) = xy, M:{(x,y)GRz:%?—f—%:l}

d)f(z,y,2) =2 +2y—22, M={(z,y,2) eR¥:2® +y? + 22 =8}

e)f(z,y) =2 +2zy+y?, M={(zy) eR®: (z-3)2+y*=2}

Nf(x,y,2) =2z +2y>+ 22, M= {(:E,y,z) ER3: 2?4924+ 22 = 2}
Solugao: a) O valor méximo da funcao na superficie esférica é 3 e o minimo é —3; b) O valor maximo
da fungao na elipse é 2 e o minimo é 1; ¢) O valor maximo da fungao na elipse é 2 e 0 minimo é —2; d)

O valor maximo da fungao na superficie esférica é 10 e o minimo é —8; e) O valor maximo da func¢ao na
circunferéncia é 25 e o minimo é 1; f) O valor maximo da fungao na superficie esférica é 9/2 e o minimo é

—2v/2.

4.7. Determine os extremos absolutos da funcao f no conjunto A, com
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a)f(z,y,2) =2 —2y+2z, A={(z,y,2) eR*:2? +¢? + 22 <1}
(sugestao: compare com a alinea a) do exercicio anterior)

b)f(z,y) = 4a* + ¢, A= {(z,y) eR*: 222 +y* < 1}
(sugestao: compare com a alinea b) do exercicio anterior)

Of(wy) =a?+2ay+y*, A={(z,y) eR®: (z-3)°+y* <2}
(sugestao: compare com a alinea e) do exercicio anterior)

Solugao: a) O valor méximo da fungao na esfera é 3 e o minimo é —3; b) O valor méximo da fungao na
regiao limitada pela elipse é 2 e o minimo é 0; ¢) O valor méximo da fungao no circulo é 25 e o minimo é 1.

4.8. Determinar as distancias maxima e mfnima da origem & elipse 522 + 6zy + 5y = 8.

Solugao: A distancia maxima é 2 e a distancia minima é 1.

4.9. Resolva o problema min (z + 4y + 3z) sujeito & condicdo x2 + 2y? + %22 =b, (b>0).

)

vb Vb
6 3

w
wg
o
S~—

Solucao: O valor minimo da funcido é —6v/b, obtido no ponto (—

4.10. Determine o ponto da elipse de equacdo x2 + 2zy + 2y? = 2 que tem menor abcissa.

Solugao: (—2,1).

z2 +y2 +Z2

4.11. Determine os extremos absolutos da fungao f(z,y,z) = e no conjunto {(z,y,z) € R3 :

?4+y¥=12=2-y}

Solugdo: O méximo da funcio é !9, obtido no ponto (0, —1,3); o minimo é €2, obtido em (0,1, 1).
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5 Integrais Multiplos

5.1. Calcule os seguintes integrais

Lopl p2 1l oo ptoo oo
a) / / / x drdydz b) / / ye’Ydxdy c) / / / e TV *dxdydz
0 —-1J1 —-1J0 0 0 0

5 oo ) 2 2 y 1 1,
d) / / (z2e™ 2" 4 3ye Y )dydx e) / / (14 2+ =)dxdy f) / / / y cos x dxdydz.
0o Jo 1 )1 2 o Jo Jo

Solugdo: a)3 b)je—1-2 ¢)1 d)2 ¢ f)]

5.2. Calcule [, f(x,y)dxdy, onde

a)f(x,y):fl—:g, A={(z,y) eR*:1<y<3, 0<z <y}
b)f(z,y) = et A={(z,y) eR*: 1<z <2, z<y<a’}
o) f(z,y) = 2*y°, A={(z,y) eR*:0<z <1, 22 <y<1}

d)f(x,y) =ye* + 2%y, A={(z,y) eR?:0<y<1, 0<a <y}
e)f(x,y) = ze™™, A={(z,y) eR*:1<2<2 L <y<+4o0}

f(x,y) =23 +4y, A éaregido do plano 2Oy limitada pelas linhas y = 22 e y = 2u.

Solugéo: a) 2 b)%—Qe )2 deg-2 ¢l )2

(93

5.3. Sendo A = {(x,y) ER?:y<l—z,y<l4dx y> O}, calcule

a) ffA(:Jc — 1)y dzdy b) ffA(y — 212)e™ dxdy c) ffA(x +y) dxdy.

Solugdo: a) -3 b) 0 «¢) &

1 1 Ty z>0ey>0
5.4. Calcule/ / f(x,y)dzdy, com f(x,y) =
—1J-1

1—x—y, outros (z,y)

. 17
Solugao:
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5.5. Calcule com um integral duplo a area da figura plana que é imagem do conjunto A, sendo

a) A={(z,y) eR?: 1< <1 A 2 <y<1};

b)A={(z,y) eR*:1-w<y<1 A z<1f;

o) A= {(z,y) eR?:a? <y <22}

d)A={(z,y) ER*:z+y+2>0 A z+y><0};
e)A:{(x,y)eR2:y§x2/\y—xZO/\2y—w§3/\w20};
) A={(z,y) eRZ:x>0 A 2?2 +¢> <1};

g) A={(z,y) eR*: ¢y’ +o <2 Ao —y >0}
h)A:{(aj,y)ER2:y2§x/\wgy;—i-i%};

Solugdo: a) 3 b)i ¢ § d)J e 2% )T g 3 h)3

4 8
5.6. Calcule / / sin(yz)dydx (sugestao: comece por fazer o esbogo grafico da regiao integranda, inver-
0 2x
tendo depois a ordem de integragao).

~.. l—cos64
Solugao: —>=

5.7. Calcule // g(z,y)dzdy, sendo A = [0,2] x [0,4] e g(x,y) =
A

0, caso contrario

~ . 4
Solugao: —3
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6 Equacoes Diferenciais e de Diferencas

6.1 Equacgoes Diferenciais

6.1. Determine a solugao geral das seguintes equagoes diferenciais de varidveis separaveis

a)yy =zy—x b) dee? =dy(x+1) —dx C)% + 7@21;;%/;2) =0
d)V1—2a%dy—/1—y?dx =0 e)ex4yy’ =2 (9 +y") fev(d+2%)y =z (2+eY)

9)e* dy + (4+y?) dz =0 h)dzeVdz + (z* +4) dy = 0

Solugao: a) y(z) = 1+ ez’ C b) In (ey(x) +1) —y(@)+In(z+1) =C ¢) 3|l +y3 +Infz| -
tIn(1+2%) =C d) arcsin (y (z)) —arcsinz = C e) %arctan (%y2 (z)) + ie‘“”‘l =C f)ln(2+ ey(x)) —
tIn(4+2%) =C g) tarctan(iy(z)) — 33 =C h) —e7¥@) tarctan 122 = C

6.2. Resolva os seguintes problemas de valor inicial

d
a)y +4y =0, y(0)=6 b)ﬁ%—ysint:O, y(r/3) = 3/2
o) 1+a%)y +y=0, y(1)=1 d) 2y +4ay = 4z, y(0) = -2

e)y +ysinz =sinzcosz, y(§)=0 )y +5y==x, y(0)=0

Solugdo: a) y(r) = 6e % b) y(t) = %eCOSt_% ) y(z) = ex—actan(@) ) y(z) = 1 — 3¢ e)
y(z) = cosz + 1 — =% f) y(z) = —67590;55””_1.

6.3. Resolva os seguintes problemas de valor inicial

a) 3z?y + 8zy® + (2% 4 8%y + 12y%) ¢/ =0, y(2) =1.
b) (4:03 + x4) ety + (33461‘”4 + 2y) y =0, y(0) = 1.
¢) x —ycosx —y sinx =0, y(3) =

d) ye™ + 4y® + (ze™ + 12zy* — 2y) ¢/ = y(0) = 2.

6.4. Para cada uma das seguintes equagoes diferenciais, determine o valor da constante a que torna a
equagao exacta e determine a sua solucao geral.
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a) 2%+ 3zy + (az? + 4y) vy = 0.
b) 2724+ y 2+ (ax+ 1)y 3y =0.

6.5. Mostre que qualquer equacao diferencial ordinaria linear de primeira ordem que seja homogénea, pode
ser escrita como uma equacao de varidveis separaveis.

6.6. Determine a solucao geral das equagoes seguintes

a)y" =Ty +12y =0 b)y" +4y =0 )y —4y +4y=0

d)y”+2y’+10y=0 e)y”+y’—6y:8 f)y”+3y’+2y=65x
9)y —y=sinz hy" —y=e"* i)y’ — 6y =36(x—1)
)y — 9y = 922 E)y" +3y' 42y =sinx Dy"+3y +2y=e"

m)y’ — 4y’ + 4y = 6e**

Solugdo: a) y(x) = C1€3 + C2e*® b) y(z) = Crcos2x + Cosin2z  c) y(x) = (C1 + Cax)e®®  d)
y(z) = (Cy cos3z + Cosin3z)e™® e) y(z) = Cre 3+ C2e?* — 3 f) y(z) = C1e™ 2 + Cre " + 5€5*  g)
y(z) = C1e™® + Coe® — Lsinz  h) y(z) = Cr1e® + Coe® — Lze™® i) y(z) = CreV7 4+ Che=V0" _ 62+ 6
i) y(@) = C13® + Coe™3* — a2 — 2 k) y(z) = C1e™ 2 + Coe™® — S cosz + t5sinz 1) y(z) = Cre™2* +
Coe ™ +xe™® m) y(z) = C1** + Cozxe?®® 4 322e%*.

6.7. Resolva os seguintes problemas de valor inicial

a){y//+y/_2y:0 b){y//+2y/+5yzo C){y//+2y/+y:$2
y(0) = -1,5(0) =1 y(0) =0,y'(0) =1 y(0)=0, y(0)=1

y' +4y =4dr +1 9" +y=0 2y — 4y +2y =0
o{ 2 (e e A P (i

(0 :0,y(0)—3

y(z) = isin(2z)e ™ ¢) y(@) = —(6 + 2)e ™ + 22 — 4z + 6

Solugao: a) y(z) = —36_2”” —1e* b) *
i 9y =2sin(§) f)y)=(-1+2)e" g yla)=

d) y(z) = 2=t 231n2x+33+

e® (35cos3a:+ sm3x)+ac 4 x—23—5

6.8. Resolva os seguintes problemas de valores na fronteira
y/l - 6y/ 4 gy — 6333 y// 4 4y =0 y// o 1Oyl 4 25y =50
DLy =0, y1)=0 Yy =0 —0 DU y0)=0, y2)=2
y(0)=0, y(1) = y(0)=0, y(m) = y(0)=0, y(2) =2.

d){ y" — 8y + 16y =0
y(0)=1, y(1) = e
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Solugéo: a) y(z) = (—iz + 322)e3® b) y(z) = Csin2z  c¢) y(z) = (-2+ )’ +2 d) y(z) = .

6.9. Sabendo que y = €%* é solucdo da equacio diferencial
Yy —ay +10y =0, a€R,

determine « e a solugao geral da equagao dada.

Solugdo: a = T; y(x) = C1e?* + Cyed.

2z ¢ solucao da equacdo diferencial 2y” — ay’ + 8y = 0, com « € R, resolva o

2y" — ay’ + 8y =16
y(0)=1; y(1) =2

6.10. Sabendo que y (z) = xe

problema de valores na fronteira {

Solugao: y(r) = —e%* + ze? 4 2.

6.11. Resolva o seguinte problema com condigoes peridédicas

{ y' + 4y = 4,
y(0)=y(3),vy0) =y (5)

Solugao: y(z) = 1.

6.12. Determine a solucao geral das seguintes equagoes diferenciais:

a)y +y*sinz =0 byyy +x =0 )y -2y =0

d)y'y — x(2y% + 1)69”2 =0 e)% cosy = —x lsfx% Ny +6yz® —2°=0

Solugdo: a) y~!(z) = —cosz+C b)y?(z) = —22+C c)y(z) = C1+C2e** d) }1111(2yz+1)—%e”"2 =C
e)In|siny| + fIn(1+2?) =C f) y(z) =5+ Ce".

2 2

6.13. Determine os valores de a e b para os quais e* e e~ =% sao solu¢ao da equagao diferencial 3" +ay’'+by = 0

e, para esses valores de a e b, indique a solucao geral da equacao dada.
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Solugdo: a=0e b= —4; y,(z) = Ae** + Be ?* A, B € R.

Aplicagoes de equacoes diferenciais

6.14. [Lei de crescimento da populagao segundo Malthus]

a) Deduza a trajectéria da populagao, y(t), sabendo que: i) em cada instante ¢, a taxa de crescimento

d
da populacao, y/y, é igual a r (com r > 0); ii) no momento ¢t = 0 regista-se yo (milhoes de individuos).

dt

b) Estime o valor da populagdo portuguesa no ano 2020 supondo que no ano de 2013 (por hipédtese t = 0)
se regista y = 10.457 (milhoes de individuos) e que r = —0.00476.

c¢) Comente a hipdtese malthusiana estudando tlirn y(t).
—00

Solucao:

a) y(t) = yoe™; b) y(7) ~ 10.114; ¢) +ooser >0, yp se r =0 e 0 se r < 0.

6.15. [Lei do crescimento da populagao segundo Verhulst]

a) Deduza a trajectéria da populagao, y(t), sabendo que: i) em cada instante ¢, a taxa de crescimento da

dy/y

populagao, , 6 igual a r menos ay (r: taxa de crescimento natural; a: “taxa de emigragao” ou “morte”;

com > 0 e a > 0); ii) no momento ¢t = 0 registam-se yo (milhoes de individuos).

b) Estime o valor da populagdo portuguesa no ano 2020 supondo que no ano de 2013 (por hipétese t = 0)
se regista y = 10.457 (milhoes de individuos) e que r = —0.00229 e a = 0.00033.

c¢) Estude tllglo y(t).

6.16. [Modelo de Crescimento de Domar|Considere um modelo econémico onde: i) a procura agregada da

d dl 1
economia, Yy, varia ao longo do tempo de acordo com a equagao % = sendo I = I(t) o investimento
S

e s a propensao marginal a poupar (1/s é o multiplicador keynesiano); ii) a capacidade produtiva (y. = pK
- note: a capacidade produtiva depende apenas do stock de capital) varia ao longo do tempo de acordo com

dK

dK
a equagao =P sendo K = K (t) o stock de capital da economia (naturalmente o I(t)). Deduza

Ay
. -dt . . . . ~ . . . ~

a trajectéria do investimento, I(t), que satisfaz a condi¢ao de equilibrio no modelo de Domar: variacao da

procura agregada = variacao da capacidade produtiva.

6.17. Considere as seguintes funcoes, procura e oferta de um bem: Qg = a — bP; Qs = —c + dP.

a) Determine a trajectéria temporal do nivel de precos P(t) sabendo que, em cada instante ¢, a taxa de

j:a(Qd—Qs)equeP(O)Zpo#Pe:

variagdo de P(t) é proporcional ao excesso de procura, i.e., 7

(a+¢)/(b+ d) (preco de equilibrio).

b) Verifique em que condicoes lim P(t) = P..
t—00
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