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Ficha de exercicios n° 4

Nocgoes Topolégicas e Sucessoes em R”

Exercicio 1 Considere o conjunto C das fungdes continuas no intervalo [0, 1].
Defina para f,g € C,

1
& (.9) = [ 1f(@) - g(o)] da.
0
Mostre que d* (f,g) é uma distdncia.

Exercicio 2 Considere o conjunto E um conjunto qualquer e defina para x,y €

E
« 0 se x=
@ @) ={ § g

’

se T#y

a) Mostre que d* (x,y) é uma distdncia.
b) Defina a bola de centro em a € E e de raio €.

Exercicio 3 Considere em R™ as sequintes aplicagdes

n
2
][> = |
j=1

[l]|* = max {|&1], [2] , .., [2a]}

a) Mostre que para i =1,2,3, ||x|\2 define uma norma em R™.
b) Para cada uma das norrnas consideradas calcule d(z,y) = ||z — y|| .
¢) Interprete geometricamente as distdncias calculadas.

Exercicio 4 Represente geometricamente os sequintes subconjuntos de R? e de-

fina analiticamente o interior, a fronteira e o conjunto dos pontos de acumula¢io
de cada um deles:

a)A:{(x,y)€R2zy+x§2exyZO}
b) B={(z,y) eR*: 2,y € Q}

c)cz{(x,y)eR2;x:

n
N < <1
2n+1,n€ e0<y+2< }

1
d)D = {(z,y) eR*:2? +y? < 4 ey>0}\{(w,y)€R2:0<y§1ex:n,nEN}



Exercicio 5 Seja A C R™. Prove que

a) A é um conjunto aberto se e sé se AN frontA = &.

b) A é um conjunto aberto se e sé se R*\ A é um conjunto fechado.

¢) Prove, utilizando o resultado anterior, que a intersec¢dao de conjuntos
fechados é sempre um conjunto fechado.

Exercicio 6 Considere o sequinte conjunto X = {(w,y) ER?: 2y > 1}.

a) Dé um exemplo de uma sucessdo de pontos que pertenca a X que convirja
para um ponto que nao pertence a X.

b) Poderd encontrar uma sucessio de pontos que nao pertencem a X con-
vergente para um ponto de X ¢ Justifique.

Exercicio 7 Considere a funcio f : R? — R definida por:

1

I m@@ig? VPV

f(w,y) =

Determine o dominio de f, Dy, represente-o geometricamente e diga, justifi-
cando, se Dy é um conjunto aberto e/ou fechado.

Exercicio 8 Considere a funcio f : R? — R definida por:
/1 — 2 — y2
1-z)(1-y)

a) Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.
b) Defina analiticamente o interior e a fronteira de Dy.
¢) Dy é um conjunto aberto? E fechado? Justifique.

flx,y) =

Exercicio 9 Considere a funcio f : R? — R definida por:
1
In (1 —x2—(y+ 1)2)

flx,y) =

a) Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.
b) Defina analiticamente o interior e a fronteira de Dy.
¢) Dy é um conjunto compacto? Justifique.

Exercicio 10 Considere a funcio f : R2 — R definida por:

V(1 = senz)(y — 22)
In(z+y—2)

flz,y) =

a) Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.
b) Defina analiticamente a fronteira de Dy.
¢) Dy é um conjunto aberto? E fechado? Justifique.



Exercicio 11 Considere a funcio f : RZ2 — R definida por:
fla,y) = V(z—2) (16 — 22 —y?).

a) Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.
b) Indique, justificando, se Dy é um conjunto compacto.

Exercicio 12 Considere a funcio f : R2 — R definida por:

flz,y) = ln(xy)\/<1 a2 (y— 1)2).

a) Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.
b) Defina analiticamente a fronteira de Dy e indique, justificando, se Dy é
um conjunto compacto.



