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1. NOCOES GERAIS

Os processos estocasticos sao familias de variaveis aleatorias. Sao
geralmente usados para modelar fenémenos aleatorios que variam ao
longo do tempo e onde se podem realizar observagoes em momentos no
tempo espacados entre si. Como exemplo, considere-se o lancamento
de uma moeda um ntimero arbitrario de vezes ou a evolugao temporal
da cotacao de um indice em bolsa.

Antes de iniciarmos o nosso estudo dos processos estocasticos convém
relembrar alguns conceitos elementares de teoria de probabilidades.

1.1. Relembrar de teoria de probabilidades. Seja {2 um conjunto.
Designamos por €2 o espago dos resultados. Uma colecgao F de
subconjuntos de 2 é uma o-algebra se as seguintes 3 condicoes se
verificarem:

(1) 0 e F,
(2) A€ Fsse A° € F,
(3) U,, An € F para quaisquer Ay, Ay, ... € F.

Os elementos de uma o-dlgebra F designam-se por eventos. Uma
medida de probabilidade ¢ uma funcao P: F — [0, 1] tal que e

P@) =0 e P (UAR> = iP(An),

para quaisquer eventos Aj, Ay, ... € F disjuntos entre si. Ao triplo
(Q, F,P) designamos por espago de probabilidade. Os axiomas que
definem um espaco de probabilidade foram introduzidos por Andrey
Kolmogoro!}

Uma variavel aleatéria é uma funcao mensuravel X : Q@ — R.
Ser mensuravel significa que a pré-imagem (ou imagem inversa) de
qualquer conjunto aberto é um evento, ou equivalente, X '(Ja, b[) € F
para quaisquer reais a < b.

A funcao de distribuicao de probabilidaddﬂ de X ¢é a funcao
Fx : R — R definida por

Fx(z) =P(X < x).

Ha dois tipos especiais de variaveis aleatorias: discretas e continuas.
Uma variavel aleatoria diz-se discreta se tomar um conjunto contavel
(finito ou infinito) de valores, isto é, X (2) = {xy, zo,...}. Uma variavel
aleatoria diz-se continua se P(X = x) = Fx(z) — Fx(x~) = 0, ou seja,

'Andrey Kolmogorov (1903-1987) foi um matemaético russo que fez intmeras
contribuicoes significativas em diversas areas da matematica

ZRelembrar que Fx é uma funcdo monoétona crescente, continua a direita,
lim, oo Fx(z) =0 e lim, o Fx(z) =1
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Variavel discreta X(Q) Distribuicao de probabilidade
Bernoulli {0,1} PX=1)=p, pel0,1]
Biomial {0,...,n} | P(X =k)=Cppt(1 —p)nF
Poisson {0,1,2,..} | P(X=k)=e¢?21, A>0

TABLE 1. Exemplos de variaveis aleatorias discretas

Variavel continua | X (2) Distribuicao de probabilidade
1/(b— <x<b
Uniforme a, b] fx(z) = { /b—a) asz< .
0 caso contrario
Gaussiana R fx(x) =~ 127re_%(%) , o>0,pelR
/\ —\z > 0
Exponencial 0,400 | fx(z) = c v= ., A>0
0 caso contrario

TABLE 2. Exemplos de variaveis aleatorias continuas

Fx é uma funcao continua. Se Fx for continuamente diferenciavel,
entao

Feo) = [ OO f(w) du,

onde fx = F% ¢ a densidade de probabilidade de X. Nesta disciplina
vamos apenas considerar variaveis aleatorias discretas ou continuas com

densidade de probabilidade. Ver Tabelas[I] e [

Se X é integravel relativamente a P entao definimos o valor esperado
de X como

mm_/xm
Q
No caso de X ser discreta ou continua temos que
E(X) = anIP’(X =z, ou EX)= / zrfx(z)dz.

Finalmente, dado um conjunto de variaveis aleatorias X, ... X,, designa-
se por Fx,  x, asua distribui¢cao de probabilidade conjunta,

FXL.”’X"(Q’Jl, e ,ZL‘n) = ]P)(Xl S T1y... >Xn S I’n)
Recordar, que duas variaveis aleatoérias X e Y sao independentes sse

Fxy(z,y) = Fx(2)Fy ().

1.2. Processos estocasticos. Seja (2, F,P) um espago de probabili-
dade.
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FIGURE 1. Duas realizagoes de um processo estocastico
a tempo continuo

Definicao 1.1. Um processo estocastico X ¢ uma coleccao X =
{X;:t €T} de variaveis aleatorias X; : © — R indexadas por um
parametro t € T' C R.

Quando o conjunto dos parametros 7' é um conjunto contavel,
tipicamente T" = {0,1,2,...} ou T = Z, entdo o processo estocas-
tico é de tempo discreto. Neste contexto, uma sucessao de variaveis
aleatorias X1, X5, ... é um processo estocéastico de tempo discreto.

Quando T' é um intervalo, tipicamente T' = [0, 00 ou T' = R, entéo
o processo estocastico é de tempo continuo. Neste contexto, é usual
escrever-se X (t) quando o processo ¢ de tempo continuo.

Ao conjunto dos valores que as variaveis aleatérias X; podem tomar
designa-se por F, o conjunto dos estados do processo estocastico.
Quando o conjunto dos estados E é contéavel (finito ou infinito) entao
0 processo estocéstico diz-se discreto, caso contrario diz-se continuo.

Para cada w € Q a funcao

é designada por trajectéria ou realizagcao do processo. Uma tra-
jectoria de um processo referente a um periodo limitado de tempo é
designada por série temporal. Ver Figuras|[l] e

A lei de probabilidade do processo estocéstico é dada por todas
as distribuicoes de probabilidade conjuntas de um ntmero finito de
variaveis aleatorias (Xy,,..., Xy, ). Portanto, a lei de probabilidade do
processo consiste na familia de fungoes de distribuicao de probabilidade
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FIGURE 2. Realizagao de um passeio aleatorio
conjuntas,
Fx, ..x,, (01, 20) = P(Xyy <y, Xy, <1y
onde tq,...,t, sao quaisquer conjunto finito de indices pertencentes a
Ten>1.

Definigao 1.2. Dois processos estocéasticos X = {X;:t €T} eY =
{Y; : t € T'} dizem-se identicamente distribuidos sse tiverem a mesma
familia de funcoes de distribuicao de probabilidade conjuntas, ou seja,

Fth,w,th - FYtp-u,Ytn

para todo o conjunto finito de indices tq,...,t, € T.

Exemplo 1.1 (Passeio aleatorio simétrico). Considere a sucessao (X,,)n>1
de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (iid)
com distribuicao

Seja

Sp,=X1+---+ X,.
O processo estocastico de tempo discreto S = {S,: n € N} & desig-
nado por passeio aleatério simétrico. Ver Figura 2] A variavel
aleatoria S,, por ser interpretada como o deslocamento até ao instante
n, podendo ser escrita

Sn = Sn—l +Xn

2. ESPERANGA CONDICIONAL

A esperanca condicional é um conceito central em teoria da proba-
bilidade, em particular no estudo de processos estocésticos. Considere
uma variavel aleatoria X : €2 — R definida num espaco de probabili-
dade (2, F,P). Suponha que desejamos obter a melhor "aproximagao"
de X dado que conhecemos alguma informacao de F (alguns dos seus
eventos). A melhor aproximagao é num certo sentido dada pela esper-
anca condicional.
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2.1. Esperanca condicional dado um evento.

Definicao 2.1. Dada uma varidvel aleatéria X e um evento A € F
tal que P(A) > 0, a esperanga condicional de X dado A é definida
por

B(X|A) = ﬁ/AXd]P’.

Exemplo 2.1. Considere duas moedas de 20 e 50 céntimos. Lancam-se
as moedas ao ar e somam-se os montantes das moedas que ficaram com
a face voltada para cima. Esse montante é o valor da variavel aleatoria
X. Seja A o evento de uma (e uma s6) moeda ficar com a face voltada
para cima. Vamos calcular E(X|A). Note-se que A = {EF, FE} onde
E simboliza escudo e F' face. Entao

X(EF)=50 e X(FE)=20.
Logo,

1 1 1
E(X|A):—(5O><Z—|—20><Z> =35.

1
2

2.2. Esperanca condicional: caso discreto. Seja Y : 2 — R uma
variavel aleatoria discreta. Suponha que Y (2) = {y1,92,...} e que
P(Y = y,) > 0. Desejamos condicionar uma variavel aleatoria X
dado a variavel aleatoria Y. Como nao sabemos a priori qual dos
eventos A, = {Y = y,} pode ocorrer, é necessério considerar todas as
esperancgas condicionais,

EX|)Y =wn), EX|)Y =32),... .

Definicao 2.2. Seja X uma variavel aleatoria e Y uma variavel aleatoria
discreta. A esperanca condicional de X dado Y ¢ a funcao F(X|Y) :
) — R definida por

E(X|Y)(w)=E(X|A,) sewel{Y =uy,}.

Uma vez que E(X|Y) é constante nos eventos {Y = y,}, podemos
definir de forma analoga a esperanca condicional de X dado Y como
uma fungdo F(X|Y =y) de R em R,

EX)Y =), y=u
EX|Y =y) = EXIY =4), y=1v

Exemplo 2.2. Continuando com o exemplo anterior, seja Y a variavel
aleatoria que retorna o montante da primeira moeda, de 20 céntimos,
caso esta se encontre de face voltada para cima. Note-se

{Y =0} ={EF,EE} e {Y =20}={FF FE}.

Entao
EX|Y=0)=25 e E(X|Y =20)=45.



PROCESSOS ESTOCASTICOS E APLICAGOES 7

Logo,
25 sey=0

BXY =y) = {45 se y = 20

Suponhamos, tal como no exemplo anterior, que X é uma variavel
aleatoria discreta (tal como Y'). Ent@o neste caso definimos a fungao
de massa de probabilidade condicionada de X dado Y,

P(X ==x,Y =vy)
PY =y)

px|y (zly) = se P(Y =y)>0.

E usual também escrever-se

P(X = z|Y =y) = pxy(z|y).

Com esta defini¢ao calcula-se E(X|Y = y) através da formula

EX]Y =y) = Zafan\Y Tnly).

Usando a lei de probabilidade total,
= 33) = ZPXW(IL’\%)P(Y = Z/n)

obtemos a seguinte proposicao.

Proposigao 2.3 (Lei de probabilidade total para a esperanga condi-
cional). Sejam X e Y duas varidveis aleatorias discretas. Entao

E(X) =) E(X|Y =y,)P(Y =y,)

2.3. Esperanca condicional: caso continuo. Suponhamos agora
que X e Y sao duas variavel aleatoria continuas com funcao densidade
de probabilidade fx e fy, respectivamente. A funcao de densidade
de probabilidade condicional de X dado Y é definida por

fXY(fE y)
fxy(zly) = A

Definicao 2.3. Dadas variaveis aleatorias X e Y continuas com den-
sidade de probabilidade, a esperanga condicional E(X|Y =y) é

E(X|Y =) = / " (aly) de

—00

Usando a lei de probabilidade total

Felo) = [ " ra el e () dy

[e.9]

obtém-se a seguinte proposigao.
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Proposicao 2.4. Sejam X e Y duas varidvel aleatoria continuas com
fungao densidade de probabilidade fx e fy. Entao

+o00o
B = [ BXY =y)frl)dy
Exemplo 2.5. Suponha que X e Y tém a funcao de distribuicao de
densidade conjunta

fX,Y<x7y> - 1/y6_%_y‘ xr,y > 0.

Entao N
fr(y) = / fxy(z,y)de =e".
0

Logo
Fxy (xly) = 1/ye /"
Portanto, a variavel aleatoria X condicionada a Y = y tem distribuicao
exponencial com parametro 1/y. Logo E(X|Y =y) = v.
2.4. Propriedades.

Proposicao 2.6. Sejam X, Xy, Xy, Y wvaridveis aleatorias com valor
esperado finito e g : R?> = R, h : R — R duas funcoes integrdaveis. A
esperanca condicional satisfaz as sequintes propriedades:

(1) E(Olel + 042X2|Y = y) = OélE(X1|Y = y) + OZQE(X2|Y = y),
(2) EX|]Y =y)>0se X >0

(3) BE(g(X, Y)Y =y) = E(g(X,9)|Y = y)

(4) E(h(X)|]Y =y) = E(h(X)) se X eY forem independentes

Demonstragao. Exercicio. U

Note-se que da propriedade (3) obtém-se
EXYY =y) =yEX]Y =y).
No caso de X e Y serem independentes, entao (4) implica
EX|Y =y) = E(X).
Ou seja, a esperanga condicional ¢ uma constante e nao depende de y.

2.5. Esperanca condicional: caso geral. Dado um vector aleatério
(Y1,...,Y,) define-se de forma analoga a esperanga condicional no caso
de discreto,

E(X‘Yi =Y. .. 7Yn = yn) = Z$kpX\Y1 ..... Yn($k|y17 HE ayn)a
k

onde
P(sz,}/l:ylayn:yn>
]}D(leyl,yn:yn) ’

Px|vi,..., Y (@|y1, ) =
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€ no caso continuo

+o0o
E(XD/l =Y. 7Yn = yn) = / IfX\Yl,---,Yn(xwh cee 7yn)d‘r

—00

onde

fXY1 .Y, (xayla"wyn)
Ixivi, v, (yn, - Yn) = =
m th---,Yn(ylu""yn)

2.6. Exercicios.

Exercicio 1. Seja Q = {0,1,2} e considere a familia de varidveis
aleatorias X; : 1 — R,

Xi(w) =wt, t>0.

(1) Classifique o processo estocastico {X;: ¢t > 0} indicando o con-
junto dos parametros 7' e o conjuntos dos estados F.

(2) Determine todas as realiza¢oes do processo.

(3) Calcule P(X; =1, Xy =1) e P(Xy =2|X; =1).

Exercicio 2. Seja (£,),>1 uma sucessao de variaveis aleatorias de
Bernoulli independentes e

Xp=min{k>1: & +---+&=n}, n>1

(1) Supondo que &, representa o resultado (sucesso ou insucesso)
de uma experiéncia aleatoria, descreva o significado da varidvel
aleatoria X,,. Que valores pode tomar?

(2) Classifique o processo estocastico {X,,: n > 1} indicando o con-
junto dos parametros 1" e o conjunto dos estados FE.

(3) Determine a distribuigao de probabilidade de X,,.

(4) Calcule P(Xg = ng‘XQ = .1'2).

Exercicio 3. Uma empresa produz diariamente N componentes elec-
tronicas, onde N é uma variavel aleatoria com distribuigao de Poisson
e parametro A > 0. Cada componente pode ter um defeito, inde-
pendentemente das restantes, com probabilidade p. Supomos também
que o defeito de cada componente é independente do ntmero N de
componentes electronicas. Seja D o ntmero diario de componentes
electronicas com defeito. Determine:

(1) E(D|N = n)
(2) E(D)
(3) E(N|D =d)

3. CADEIAS DE MARKOV

Seja S um conjunto contavel (finito ou infinito) e (£2, 7, ) um espago
de probabilidade. E frequente tomar S = {0,1,2,...}.

Definigao 3.1. Uma sucessao de variaveis aleatorias (X,),>0 ¢ uma
cadeia de Markov com valores em S se
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(1) X,(©2) C S para todo n > 0.
(2) Para quaisquer j,ig,...,i, € S en >0,

P(Xn—l—l = j|XO =10, X1 =11,...,Xp = Zn) = ]P)(Xn—i-l = ]|Xn = Zn)

Note-se que as variaveis aleatoérias X, sao discretas e as probabil-
idades condicionadas sao calculadas de acordo com as expressoes da
seccao anterior.

A equacao da definicao anterior é conhecida como a propriedade
de Markov. Uma cadeia de Markov nao tem memoria do passado. A
probabilidade de um estado futuro depende exclusivamente do estado
presente.

A probabilidade de X, estar no estado j dado que X, estd no
estado i é conhecida como a probabilidade de transicao a 1 passo,

Definicao 3.2. Uma cadeia de Markov diz-se homogénea se P. nao

Z?]
depende de n.

Vamos apenas considerar cadeias de Markov homogéneas. Neste caso
escrevemos P ; para denotar as probabilidades de transigao e definimos
a matriz de probabilidades de transigao:

P = (Pi;)ijes-
Proposicao 3.1. A matriz de probabilidades de transicao P satisfaz
as sequintes propriedades:
(1) Pi; > 0 para quaisqueri,j € S,
(2) A soma das linhas de P € igual a 1, ou seja,
> Py=1
jes

Demonstragao. A propriedade (1) é 6bvia. Para demonstrar (2)

note-se que
Y Py= P(Xun =jlX. = 1)

jes =
1
P IP) Xn p— .’ Xn f— )
P(Xn:i).z (Xni1 = 2
JjeS
=1

g

Uma matriz que satisfaz (1) e (2) da proposi¢ao anterior diz-se es-
tocastica.

Suponhamos que p;, = P(Xy = ip). Dados estados iy,...,i, € S,
como calcular as distribui¢oes conjuntas

P(onio,Xlz?:l,...,Xn:’in) 7
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Usando a definicao de probabilidade condicionada,
P(Xo=10,...,Xn=1n) =P(X,, = in|Xo =10, ., Xpn-1=1n_1)
X P(Xog =10, , Xpn-1=1n_1)
Pela propriedade de Markov,
P(X, =i Xo=10,., Xn-1=1tn_1) = P(X,, = 0| Xpno1 = in1) = B
Logo,
P(Xo=1ip,...,Xp=1,) =B P(Xo=1d0,.., Xpn_1=1n_1).

Iterando esta equagao obtemos a seguinte proposicao.

n—1,in

Proposicao 3.2.
]P)(XO - Z'()u Xl — ilu ... 7Xn - ZTL) - pio-Pil,ig e -Pinfhin'
Esta proposicao demonstra que todas as distribuicao finitas da cadeia

de Markov sao determinadas pelas probabilidades de transicao da ma-
triz P.

Exemplo 3.3. Considere uma cadeia de Markov com trés estados S =
{0,1,2} e com a seguinte matriz de transi¢ao

1/4 1/4 1/2
P=1{9/10 1/10 0
1/3 1/3 1/3

Considere a distribui¢ao inicial my = (po, p1, p2) onde

n—1,in "

Logo,
P(Xo=0,X1=1,Xy=2)=pyPy1P12=0,

]P)(Xl = 1,X2 = 1|X() = 2) = P271P171 = 1/30

Exemplo 3.4 (Passeio Aleatério). Considere a sucessao (&,),>0 de
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (iid)
com distribuicao
P=1)=p e P =-1)=1-p,
onde 0 < p < 1. Seja
X, =&+ +&.

O processo estocastico de tempo discreto X = {X,,: n € N} é des-
ignado por passeio aleatério. Vamos mostrar que (X,),>0 ¢ uma

cadeia de Markov homogénea. Em primeiro lugar, o espaco dos esta-
dos é S = Z. Verifiquemos agora a propriedade de Markov:

]P)(XnJrl :J|XO :Zo,,Xn :’ln) :P(Xn+€n+1 IJ‘XO :’Lo,,Xn

=i,)

= ]P)(én+1 = ] - Zn) :
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Por outro lado,

]P(Xn-H = J|Xn - in) P(Xn + fn—&-l = ]|Xn = Zn)

P(ns1 =7 —in) -

Logo,
P(X,1=jlXo=1t0,...,Xn =1n) = P(Xps1 = j| X5 = in).

Assim, temos as seguintes probabilidades de transigao:

P se j=1+1
P,=PX,;1=jlXp,=1)=<1—p sej=i—1
0 caso contrario

Exemplo 3.5 (Incrementos IID). Generalizando o exemplo anterior, é
possivel demonstrar que qualquer sucessao de varidveis aleatorias disc-
retas (X, )n>0 com incrementos IID, isto é:

(1) As variaveis aleatorias X,, 11 — X,,, n > 0 s@o independentes;
(2) As variaveis aleatorias X, 1 — X,, tém todas a mesma dis-
tribuicao de probabilidade;

entao (X,,)n>0 ¢ uma cadeia de Markov homogénea.

Importante no estudo das cadeias de Markov sao as probabilidades
de transicao a n passos,

P =P(X, = j| X, = i).

]

Proposigao 3.6 (Equagao de Chapman-Kolmogorov).

(n) _ E : (n—1)
Pivj - PL7kPk7J ’
keS

onde

pO )L =0
W0, i #]
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Demonstracao.
P =P(X, = j|Xo = i)
= P(X, =j, X1 = k| Xo = i)
keS

=Y P(X, = j|X1 = k, Xo = )P(X; = k| X, = 1)
kesS

= ST P(X = jIX1 = B)P(X = k|Xo = i)
keS

— ZP(XM = j|Xo = k)P(X; = k| Xo = 1)
keS

-3 rarly”
keS

Definindo a matriz de transicao a n passos

P(n) _ (P(n))i,jes

2%
as equacao de Chapman-Kolmogorov pode ser escrita de forma matri-
cial,
pm—_p...p

como o produto de n copias da matriz P.

Proposicao 3.7. Suponha que Xy tem distribuicao mo = (7o ;)jes onde
7o, = P(Xo =1). Entao a distribuicao m, de X,, é

Tn = 7T'Op(n)
Demonstracao.
P(X, =j) = Z]}D(Xn =j|Xo = 1)P(Xy =1i) = Zwo,ilﬁf?)
Logo,

T, = o P™

onde T, = (T ;)jes € Tn; = P(X,, = j). m

Exemplo 3.8. Usando a matriz de transicao do Exemplo pode-
mos calcular, usando a Proposicao [3.7], a distribuicao de X; sabendo a
distribuicao de Xy. Suponhamos que a distribuicao de Xg é

mo=(4/9 5/9 0).
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Entao X, tem distribuicao,

1/4 1/4 1/2
m =mP = (4/9 5/9 0)[9/10 1/10 0
1/3 1/3 1/3

= (11/18 1/6 2/9)

Exemplo 3.9. Considere a seguinte matriz estocastica

C(1/2 1)2
e= (1)
associada a uma cadeia de Markov com dois estados S = {0, 1}. Entao
s (3/4 1/4 3 (5/8 3/8
P _(1/2 12) ¢ P =34 1/4)

Note-se que P(X; = 1| Xy = 1) = 0, mas P(X,, = 1|X, = 1) > 0 para
n = 2,3. Pode-se calcular, por exemplo diagonalizando a matriz P, a
poténcia

Concluimos que
2 1
lim P(X, =0|X,=0) = 3 © lim P(X, =1|X,=0)=-.

n—-+oo n—-+4oo 3

Exemplo 3.10 (Processo de Bernoulli). Considere a cadeia de Markov
(Xp)nsoonde S=N,0<p<le

P(X,1=i+1X,=1)=p, PX,n=1ilX,=1)=1-p,
para quaisquer n > 0, ¢ € S. A matriz de transigao P associada é

1—p P 0
P = 0O 1I-p p O

Se P(Xy = 0) = 1, entdo a variavel aleatéria X,, conta o nimero de
sucessos (com probabilidade p) em n experiéncia aleatérias indepen-
dentes.

De facto, é facil verificar que

(1—-p)* 2p(1—p) p?
p? — 0 (1-p)? 2p(1—p) p?

Usando indugao, podemos mostrar que

P(X, =j|Xo=0)=Cl'p'(1—p)" .
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Exemplo 3.11 (Aplicagao: Modelo de aprovisionamento). Considere
um determinado artigo que é aprovisionado de modo a satisfazer de-
terminada procura. Assumimos que a reposi¢ao do artigo é realizado
no final de cada periodo n = 0,1,2,..., e que a procura total do pro-
duto em cada periodo é uma variavel aleatoria &, com distribuicao de

probabilidade,
P&, =k)=ar, k=0,1,2,....

Claro que a;, > 0 e ), a = 1. Assumimos também que as procuras
nos diversos periodos sao independentes, ou seja, as variaveis &, sao
independentes.

O nivel de stock do artigo ¢ examinado no final de cada periodo.
Suponhamos que o nivel de stock maximo é m > 0. A reposicao do
artigo é feita de acordo com um valor critico nao-negativo s < m. Seja
X,, a quantidade de artigos no final do periodo n. Entao a reposicao
segue a regra,

X Xn - €n+1 se s < Xn

1= :
T lm =G se X, <
Note-se que os estados do processo sao

S={..,-3-2-1,0,1,...,m—1,m}.

E facil verificar que (X,),>0 satisfaz a propriedade de Markov. Por-
tanto, (X,)n>0 ¢ uma cadeia de Markov em S. As probabilidades de
transicao podem ser calculas explicitamente,
. ) P(X, —&i1=7X,=1) seX,>s
Pi,j = ]P<Xn+1 = ]’Xn = Z) = ( g i j| . )
m—CEpr =4l Xn=1) seX,<s

npn=m—j) sei<s
_Jaiy sei>s
Ap—j se1 <8

Quantidades relevantes num modelo de aprovisionamento sao a proba-
bilidade de a procura exceder a oferta no longo prazo,

i, > P(Xn =),

3<0

P(
P& =1i—j) sei>s
P(

e o nivel médio do stock no longo prazo,
I . Y
lim » jP(X,, = j)
3>0
Estas questoes mostram que é importante estudar o comportamento
assimptotico da distribuicao de X,.
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Exemplo 3.12 (Aplicagdo: Filas de espera). Considere um servigo
onde os clientes chegam e tomam o seu lugar numa fila de espera.
Durante cada periodo n = 0,1,2,..., um tnico cliente é servido, desde
que haja clientes na fila de espera para serem servidos. Durante cada
periodo em que é realizado um servigo novos clientes chegam e tomam
o seu lugar na fila de espera. Suponhamos que o nimero de clientes
que chega no periodo n é uma variavel aleatoria com distribuigao,

P&, = k) =ap, k=01,2,....

Claro que a; > 0 e ), ar = 1. Supomos também que as variaveis &,
sao independentes. Se X,, é o nimero de clientes na fila de espera no
inicio do periodo n, entao

P X,—1+¢, seX,>1
T e, se X, =0

E facil verificar que (X,)n>0 ¢ uma cadeia de Markov no espago de
estados S = {0,1,2,...}. As probabilidade de transi¢do podem ser
calcular explicitamente,

P(X,—14+& =jlX,=1) se X, >1

B’j:P(X"“:j‘X”:i):{Pé = j|X, = 1) se X, =0

P(&, = 7) se i =
@jr1—; sev>1
N a; set1 =10

Colocando as probabilidades de transi¢cao numa matriz estocastica obte-
mos,
Gp ap az as
Qo ap az as
P=10 a a as
0 0 ap ap

E intuitivamente claro que se o valor esperado do ntmero de novos
clientes que chegam a fila de espera for maior que 1, isto é,

E(&) =) kax > 1,
k=0

entao com o passar do tempo o nimero de clientes na fila de espera
cresce sem limite. No entanto, se F(&,) < 1, entdo as probabilidades



PROCESSOS ESTOCASTICOS E APLICAGOES 17

de transicao a n passos convergem para uma distribuicao limite,
lim P(X,, =k|Xo=j)=m >0, k=0,1,2,...
n—oo

independente de j. Quantidades relevantes no estudo de filas de espera
sao a probabilidade de a longo prazo nao haver clientes na fila de espera,
To, € 0 tempo médio, a longo prazo, que um cliente espera na fila,

o

k=0

3.1. Exercicios.

Exercicio 4. Uma cadeia de Markov (X, ),>0 com estados S = {0, 1, 2}
tem a seguinte matriz de transicao

0.1 0.1 0.8
P=102 02 06
0.3 03 0.4

Calcule:
(1) P(X3 =1|X; =0)
B)P(X35=1,Xo=1,X;=0)
Exercicio 5. Considere um modelo de aprovisionamento (descrito no

Exemplo [3.11]) onde apenas 0, 1, ou 2 artigos sao procurados em cada
periodo (a; = 0 para k > 3) com probabilidade

P(5n20>:%’ P(Snzl):g S P(ﬁn:2>:i'

Suponha que s =0e m = 2.

(1) Determine a matriz de transi¢do de probabilidades P para a
cadeia de Markov (X,,),>0 onde X,, é o niimero de artigos em
stock no fim do periodo n. (Dica: S = {2,1,0,—1}.)

(2) Calcule P(X, =1, X; = 2|X, =0).

(3) Calcule P(X35 =0|X; =1).

3.2. Recorréncia. Seja (X,,),>0 uma cadeia de Markov homogénea
com espago de estados S.

Definicao 3.3. Um estado ¢ € § diz-se recorrente se a cadeia X,
eventualmente regressa a ¢ partindo de 7, ou seja,

ri :=P(X,, =i para algum n > 1| Xy =1i) = 1.

Um estado nao recorrente diz-se transiente. Note-se que r; é a prob-
abilidade de a cadeia reentrar no estado ¢ algures no futuro.

Considere a seguinte variavel aleatoria

T, =min{n > 1: X,, =i}.
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A variavel aleatoria T; : © — NU {400} devolve o tempo que a cadeia
demora até visitar o estado ¢ independentemente do estado de par-
tida. A variavel T; é conhecida por tempo de paragem ou primeiro
tempo de retorno a i. Podemos calcular a sua distribuicao de prob-
abilidade:

P(T; =n) =P(X; #i,...,Xp1 # i, X = 1)

Da igualdade dos eventos,
{X,, =i para algum n > 1} = U{X1 iy, X1 #14, X, =i},
n>1

concluimos que a probabilidade de a cadeia reentrar no estado i é dada
por

ri =Y P(T; = n|Xo = i).
n=1

Assim, obtemos o seguinte critério para a recorréncia.

Proposigao 3.13. Um estado i € S € recorrente sse
P(T; < +o0|Xg =1) = 1.

Portanto, um estado ¢ € S é recorrente se a probabilidade de a cadeia
demorar tempo infinito para regressar a ¢ é igual a zero, ou seja,

Na pratica h& um critério mais simples para determinar se um estado
é recorrente ou transiente. Esse critério, baseado nas probabilidades de

transicao Pl(?) a n passos, é obtido da seguinte forma.

Seja N; a variavel aleatoria que conta o nimero de visitas ao estado
1, OU seja,

N; = Z X{Xn=i} = X{Xo=i} T X{x1=i} + -+~

n=0
onde x(x,—;} ¢ uma variavel aleatéria (funcdo indicadora) que toma
valor 1 se X,, = i ou valor 0 caso contrario.
Lemma 3.14 (Valor médio do nimero de reentradas em ).
1

]—_Tz“

E(N;| Xy =1) =

Demonstracao. A probabilidade de a cadeia reentrar exactamente n
vezes no estado i é

P(N; =n|Xo =1i) =" (1 —1y).
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Logo,

E(N;|Xo =1i) =Y nP(N; = n|Xo =)
n=1

= inr?l(l )
n=1

=(1-mr) im‘f‘l
n=1

1
—na Ty
1

1—’/"2'.

A soma da série anterior pode ser obtida derivando em ordem a x ambos
os lados da igualdade,

1 =
1_$:Z:r, lz| < 1.
n=0
O

Usando o lemma anterior obtemos o seguinte critério para determinar
se um estado é recorrente ou transiente.

Teorema 3.15. Um estado 1 € S € recorrente sse
YDLAEE
n=1

Demonstragao. Note-se que E(x(x,=}) = P(X, = i). Logo, segue
da definicao da variavel N; que

E(Ni|Xo =) =) E(x(x,=1|Xo = i)

n=0

= P(X, =iXo=1)
n=0

— S Pi(?)‘
27

Portanto, do lemma anterior concluimos que

[e.9]

m_ L
b 1—7’1‘

n=0

Assim, 11 =1 (estado i recorrente) se e s6 se » PZ(Z) = +00. O
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Note-se que ¢ € S é transiente se e s6 se
o0
E(N)|Xo=i) =Y P < +c.
n=1

Portanto, se ¢+ € S é transiente, entao lim,, . PZ-(?) = 0. Por outro
lado, o valor médio do niimero de reentradas em ¢ ¢é finito, portanto

P(X,, = i para uma infinidade de n > 1| Xy = i) = 0.

Concluimos que uma cadeia de Markov entra apenas um nimero finito
de vezes em qualquer estado transientdﬂ.

Usando os mesmos argumentos da prova do Teorema [3.15] obtemos
a seguinte condi¢do necesséaria para um estado ser transiente (ou sufi-
ciente para ser recorrente).

Corolario 3.16. Se j € S € transiente, entao
S P <400, Vies
n=1

Demonstracao. Por um lado temos,

E(N;|Xo =)= P
n=1
Por outro lado,
1
E(N;| Xg=1) < .
(X0 =) < 12—
Logo, se r; < 1 (j transiente), entao Y, PZ(?) < 400. O

Exemplo 3.17. Considere uma cadeia de Markov com dois estados
{0,1} e matriz de transigao

p:(? (1))

pn_ P, sen éimpar
I, sen épar

Entao

onde I é a matriz identidade. Logo,
[o.¢] o0
Z Péz) =400 e Z Pl(ﬁ) = 400.
n=1 n=1
Portanto, os dois estados sao recorrentes.
3g possivel mostrar que se ¢ € recorrente entdao P(X, =

i para uma infinidade de n > 1|Xy = i) = 1. No entanto, a demonstragdo é
bastante complicada.
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Exemplo 3.18. Considere uma cadeia de Markov com dois estados
{0,1} e matriz de transigao

Entao

Assim,
o oo
SRP=1 ¢ YA = o
n=1 n=1

Portanto, 0 ¢é transiente e 1 é recorrente.

E facil ver que se o espaco de estados é finito, ou seja, a cadeia
de Markov contém apenas um nimero finito de estados, entao existe
sempre um estado recorrente.

Proposicao 3.19. Se o espaco de estados S € finito, entao existe um
estado © € S que € recorrente.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que todos os estados j € S
da cadeia de Markov sao transientes, ou seja, usando o Corolario [3.16]

ZP"><+OO Vies.

Logo,

No entando,

3 P =33 B - gleroo,

JeS n=1 n=1 jeS

0 que é absurdo. O

Exemplo 3.20. Considere uma cadeia de Markov com espago de es-
tados contavel (infinito) S = {0, 1,2,...} e matriz de transi¢ao

Qpo Aap,1 Qo2 ap3 Qo4
p 0 11 A2 a13 Q14
o 0 0 agp ass asy -+ |

onde 0 < a; ; < 1. Uma vez que P ¢ triangular superior, ¢ ficil calcular

as probabilidades de transicao P( a n Passos,

Py = a

1,09

i=0,1,2,....
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Assim,

Q4
SR =Yt - e <
n=1 l_ai’i

Logo, todos os estados da cadeia de Markov sao transientes, ou seja,
nao ha estados recorrentes!

Exemplo 3.21 (Assimétrico). Considere o passeio aleatorio assimétrico.
Trata-se de uma cadeia de Markov com espago de estados S = Z e
probabilidades de transigao

P, se j=1+1
Pi=q1—p, sej=i—1

0, caso contrario

(n)

onde p 7& . E facil calcular a probabilidade de transicao P No caso

em que n é par, n = 2k, obtemos,

P = P(Xox = i|Xo = i) = CZpF(1 — p)*

1,1

(2k)! & K
= mz? (I-p)
(2k+1) 1
e no caso em que n é impar obtemos P} = 0. Logo, como p # 3, a

série converge,

[e.9]

—p)f < +oo

[e's)
E:zz =
n=1

pelo critério d’Alembert (ou critério da razao) para séries,

k=1

PP 2k 4 2)(2k + 1)
peR (k+1)2

1,0

p(1—p) — 4p(1 —p) <1
—00

porque p # % Assim, concluimos que todos os estados do passeio
aleatorio assimétrico sao transientes. O caso simétrico p = % tem de
ser analisado separadamente.

Os estados recorrentes dividem-se em dois tipos: os estados recor-
rentes com tempo finito de retorno e os estados recorrentes com tempo
infinito de retorno. Os primeiros designam-se por recorrentes posi-
tivos.

Definicao 3.4. Um estado recorrente ¢ € S é recorrente positivo se
o tempo médio de reentrada é finito,

m; = E(T;| Xo = 1) < +o0.

Caso contrario dizemos que ¢ é recorrente nulo.
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Note-se que
m; = ZnIP’(TZ- =n|Xo=1) | + 00 -P(T; = +o0| Xy = 1).
n=1

Logo, se i é transiente, ou seja, P(T; = +oo| Xy = i) > 0, entao m; =
+o00. Portanto, se o tempo médio de reentrada é finito entao o estado
¢é recorrente.

O seguinte resultado estabelece um critério para decidir se um estado
é recorrente nulo.

Teorema 3.22. Um estado i € S recorrente nulo se e sd se

lim P =0.
n—-+o00 ’
Demonstracao. Procurar na bibliografia da disciplina. U

Tal como na Proposicao [3.19, quando o espacgo de estados é finito,
todos os estados recorrentes sao positivos.

Proposicao 3.23. Se o espaco de estados € finito, entdo todos o0s es-
tados recorrentes sao positivos.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que existe um estado i € S
tal que i é recorrente nulo. Ou seja, lim,, PZOZ) = 0. Entao para todo

j € S temos qu lim,, oo P™ =o. Mas,

n
2,

dopy =1,

jes

contradizendo o facto de lim,, PZ(?) =0 (porque S é finito). O

Exemplo 3.24. Os estados recorrentes dos exemplos e Sao
todos recorrentes positivos. No primeiro exemplo a sucessao P’? tem

i
dois pontos de acumulagao, portanto nao é convergente para zero. No

segundo exemplo Pl(ﬁ) = 1 para todo n > 1.

Exemplo 3.25 (Simétrico). Considere o passeio aleatoério simétrico.
As probabilidades de transicao sao

1 L

5, sej=i+1
Pj=4¢1% sej=i—1
0,

caso contrario

YEste facto ndo é trivial, mas pode ser demonstrado com recurso & equacgao de
Chapman-Kolmogorov e usando a nogao de classes de comunicagdo que sera intro-
duzida posteriormente. Pode também encontrar uma demonstracao na bibliografia
da disciplina
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Tal como no passeio aleatério assimétrico temos,

n! 1 .
TN o Se 11 € par
P =P(X, =iXo=1i) = {((n/2>!>2 o p

2,0 L.
0 se n é impar

Seja ap = ()2 5% Queremos determinar se a série ), aj converge
ou diverge. O critério d’Alembert é inconclusivo porque o limite da
razao a’;:l é igual a 1 (ver exemplo do passeio aleatorio assimétrico).

Portanto, vamos usar a conhecida aproximacao de Stirlingﬂ,

k
k! ~ 271k (E>
e

para estimar aj. Assim,

Logo,
R P

Portanto, todos os estados do passeio aleatério simétrico sao recor-
rentes! Mais, como

lim P™ = lim

Z’L

n—-+oo - k—+o00 v/ 71 -

concluimos que todos os estados sao recorrentes nulos. Ou seja, apesar
dos estados serem recorrentes, o tempo médio de reentrada ¢é infinito.

0,

3.3. Exercicios.

Exercicio 6. Considere uma cadeia de Markov homogénea com estados
S = {0, 1} e matriz de transicao:

L—=p p
P= , OD<p<l, O<g<l.
(1,7 7,) o< ’
(1) Mostre por indugao que

(o (5 7). o

(2) Determine se os estados sao recorrentes ou transientes.
(3) Calcule

= lim P(X,, =i|Xo,=0), i€{0,1}.

n—oo

Sver wikipedia
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(4) Mostre que
m=mnP
onde 7 é o vector linha formado por 7y e 7 calculados na alinea
anterior.

Exercicio 7. Uma urna contém inicialmente duas bolas, uma branca e
outra preta. Uma bola é retirada ao acaso e substituida por uma bola
de cor oposta. O processo é repetido um numero infinito de vezes. Seja
X,, o nimero de bolas brancas na urna no instante n > 0.

(1) Mostre que X,, ¢ uma cadeia de Markov homogénea e determine
a matriz de transicao P.

(2) Calcule P".

(3) Suponhamos que inicialmente a urna contém duas bolas bran-
cas. No passo seguinte, uma bola branca é substituida por uma
preta e por ai adiante. Determine a probabilidade de reencon-
trar ao longo do processo duas bolas brancas na urna.

3.4. Periodicidade.

Definicao 3.5. O periodo de um estado ¢ € S é o maximo divisor

comum dos inteiros positivos n € N tais que PZ(?) > 0, isto é,

A . p(n)
Per(i) = mde{n > 1: P;;’ > 0}.
Dizemos que o estado i é periddico se Per(i) > 2. Caso contréario,
dizemos que i é aperiédico.
Algumas observacgoes a reter:
(1) se PZ(?) > ( para todo n > 1, entao o estado ¢ ¢ aperiodico;

(2) se n nao ¢ um multiplo de Per(i), entao Pl(?) = 0.

Definicao 3.6. Um estado ¢ € S que é recorrente positivo e aperiédico
diz-se que é ergddico.

Exemplo 3.26. Considere a cadeia de Markov do Exemplo|3.17 Temos
para qualquer 7 € {0,1} que

n) )0 sen éimpar
1 sen épar

Logo,
Per(i) = mde{n > 1: P > 0} = mdc{2,4,6,8,...} = 2.

Portanto, todos os estados da cadeia sao periddicos com periodo 2.

Exemplo 3.27. Considere o passeio aleatorio simétrico do Exemplo|3.25|
Tal como no exemplo anterior, PZ(:L) >0sen épar2e PZ(?) =0sené
impar. Assim, todos os estados da cadeia sao peridédicos com periodo

2.
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Exemplo 3.28. Considere a cadeia de Markov do Exercicio [ Como

para todon > 1, P,L-(?) > 0 temos que todos os estados ¢ da cadeia sao
aperiodicos. Como também sao recorrentes positivos entao os estados
da cadeia sao ergoddicos.

Exemplo 3.29. Considere a seguinte cadeia de Markov homogénea
com estados S = {0, 1,2, 3} e matriz de transi¢ao

1 000
P =

o OO
— O O
O O =
O = O

Fazendo o diagrama da cadeia de Markov ¢ facil verificar que Po(,%) =1
para todo n > 1 e para os restantes estados i € {1,2,3},

m) _ J1 sen émultiplo de 3
)10 caso contrario

Portanto, todos os estados sao recorrentes positivos. O estado 0 é
aperiodico e os restantes tém periodo 3. Logo, o estado 0 é ergddico.

3.5. Classes de equivaléncia.

Definicao 3.7. Dizemos que um estado ¢ comunica com um estado j
se existir uma probabilidade de transitar de ¢ para j, isto é, se existir
n > 0 tal que
P =P(X, = j|Xo = 1) > 0.
Se ¢ comunicar com j escrevemos
1]
Sei— jej—1ientao 7 e j comunicam entre si e escrevemos
14>

Lemma 3.30. A relacio de intercomunicacao <> € uma relacdo de
equivaléncia, isto €, satisfaz as sequintes propriedades:

(1) i<>i

(2) sei <> j entdao j <> i

(3) sei<>jej<rkentioi< k.

Demonstracgao.
(1) @ <+ i vem do facto que PY; =1 > 0.
(2) i <> j é equivalente a P( s 0e Pj(Z ™ >0 para algum n, m > 0.
Logo j <> 1.
(3) Supondo que P >0 (i —j)e P}? > 0 (j — k) usando a
equacao de Chapman—Kolmogorov
P = SR 2 REY >0.

JES
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Logo, i — k. De forma analoga mostramos que k — 1.
0

Vamos de seguida introduzir algumas defini¢oes para particionar o
espago dos estados em subconjuntos que partilham propriedades co-
muns.

Definigao 3.8. Ao conjunto C(i) formado por todos os estados da
cadeia que intercomunicam com o estado ¢ designamos por classe de
comunicacao de 1,

Ci)={jeS:i<+j}
Um subconjunto de estados diz-se irredutivel se todos os estados nesse
subconjunto comunicam entre si. Neste sentido, as classes de comuni-
cagao sao irredutiveis. De facto, C'(i) é o maior conjunto irredutivel
contendo o estado i. Se todos os estados da cadeia comunicam entre si

(existe apenas uma tnica classe de comunicagao) entao dizemos que a
cadeia ¢ irredutivel.

Proposicao 3.31. Se j € C(i), entao
(1) i e j tém o mesmo periodo.
(2) @ € recorrente sse j € recorrente.
(3) i € recorrente positivo sse j € recorrente positivo.
(4) i € ergddico sse j é ergddico.

Demonstracgao.
(1) Procurar a prova na bibliografia da disciplina.

(2) Como i <> j, temos que PZ(] > 0 e P](l) > ( para algum

m > 0. Seja € = PZ(;I)PJ(T) > (. Usando sucessivamente a
equacao de Chapman-Kolmogorov,

N ST
keS
(n) plr+m)
> P P
(n) (r)
P Z ‘Pj s Ps )i
seS

> p p®) pm)

] 23 7o
Assim,
prTtm > P(T),

Portanto, > 7, P ) = 400 implica que Y~ IP(T) = 400, ou
seja, se j € recorrente entao ¢ também é recorrente. Trocando
os papeis de i e j obtemos que a propriedade de recorréncia é
preservada nas classe de comunicagao.

(3) O mesmo se verifica com a recorréncia positiva usando a de-
sigualdade anterior.
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(4) Segue do (1) e do (3).
U

Portanto, recorréncia positiva (ou nula) e periodicidade sdo pro-
priedades partilhadas por todos os estados da mesma classe de co-
municacao. Assim, dizemos que a cadeia é aperiddica quando todos os
estados sao aperiddicos, recorrente quando todos os estados sao recor-
rentes, etc.

Definicao 3.9. Dizemos que um subconjunto C' C S de estados é
fechado se para todo i € C e j ¢ C tem-se P,; = 0. Ou seja, um
subconjunto C' de estados é fechado se a probabilidade de sair de C' é
Zero.

Proposigao 3.32. Se i € recorrente, entao C(i) € fechado.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que C'(i) nao é fechado.
Entao existe um estado s € C(i) recorrente e j ¢ C(i) tal que Ps; > 0.
Ou seja, s — j mas j - s, caso contrario j estaria em C(7). Assim,

P(T; =40l Xo=35)=P(X1 #5,Xo#s,...|Xo=5)

ZP(XI :j,XQ#S,...|X0:8)

= P(Xl :j’Xo = S) = Ps,j > O,
uma vez que j - s. Portanto, da desigualdade anterior concluimos
que s é transiente. Absurdo. O

Chegamos assim a um resultado central que estabelece uma decom-
posicao dos estados de uma cadeia de Markov homogénea.

Teorema 3.33 (Decomposigao dos estados). Qualquer espago de es-
tados de uma cadeia de Markov homogénea pode ser decomposto numa
unido (disjunta e contdvel) de estados transientes T e subconjuntos
fechados e wrredutiveis Cy,Cs, ... de estados recorrentes, isto €,

Demonstragao. Seja R = S\ T o conjunto dos estados recorrentes
da cadeia de Markov. Para cada ¢ € R, a respectiva classe de comu-
nicagdo C'(i) é irredutivel e contém apenas estados recorrentes. Segue

da proposigao anterior que é fechada. Assim, existem iy, io,... € R, tal
que o conjunto dos estados recorrentes R pode ser escrito como uma
unido disjunta de classes de comunicagao C(iy),C(iz),... fechadas e

irredutiveis. Portanto,

S=TUC(i,) UC(in) U---
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Observacao 3.34. Se o espaco de estados é finito, entao existe pelo
menos um conjunto fechado irredutivel e nao-vazio C; de estados recor-
rentes na decomposicao do teorema anterior. Adicionalmente, pela
Proposigao [3.23], todos os estados recorrentes sdo positivos.

Observagao 3.35. Se uma classe de comunicagao C'(7) nao é fechada,
entao segue da Proposicao que todos os estados da classe C(i) sdo
transientes.

Exemplo 3.36. Considere uma cadeia de Markov homogénea com es-
tados S ={0,1,2,3,4,5} e matriz de transigao

i)

I
[ e FNENNENNEEIE
O O Oalmkluaol—
O Okimsi= O O
O Okimsi= O O
=R O O O O
NI O O O

E facil verificar que
01, 23 e 445

Estas sdo as tnicas relagdo de intercomunicacao. Assim, temos trés
classes de comunicagao

C0)=1{0,1}, C@2)=1{2,3} e C(4)={4,5}.

Para determinar os estados recorrentes, basta verificar se as classes
de comunicacdo sao fechadas ou nao. Como as classes C'(0) e C(4)
sao fechadas, contém apenas estados recorrentes. A classe C'(2) nao é
fechada , logo ¢ formada por estados transientes. Quanto a periodi-
cidade, podemos concluir que todos os estados i € S sao aperidédicos
(Per(i) = 1) porque P;; > 0, logo PZ(?) > () para todo n > 1. Relativa-
mente a distribuicao dos tempos de paragem T;, podemos calcular sem
dificuldade,

sen =1

1
P(Ty =n|Xy=0) =<2
( 0 nl 0 ) {P071Pﬁ52pl,0 sen Z 9
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Expressoes equivalentes podem ser obtidas para as distribuicoes dos
restantes tempos de paragem. Logo,

mo = B(Ty|Xo = 0) = Y _nP(Ty = n| X, = 0)

n=1

(o) 1 n—21

?;"5(‘) i
1 1 1
~27% ” -
1 1
o
=3

Portanto, o estado 0 é recorrente positivo. Um facto que ja sabiamos
pela Proposigao [3.23]

3.6. Exercicios.

Exercicio 8. Construa uma cadeia de Markov homogénea onde P(Per(z ) =
0 para algum estado i da cadeia. (Dica: considere a cadeia de Markov
do Exercicio @ e escolha p e ¢ adequadamente)

Exercicio 9. Mostre que se P;; > 0, entao o estado 7 é aperiodico.
Exercicio 10. Mostre que se i <> j, entao Per(i) = Per(j).
Exercicio 11. E possivel construir uma cadeia de Markov homogénea
com espaco de estados finito e um estado recorrente nulo? e todos os

estados transientes? Justifique.

Exercicio 12. Determine a decomposigao dos estados S = {0,1,2,3,4,5}
da cadeia de Markov homogénea com a seguinte matriz de transicao e
calcule m; = E(T;| Xy = i) para todo i € S,

Lol ool
i 11499090
(2)(4)6010
P =
1100 g
001000
000001

Exercicio 13. Determine e classifique todas as classes de comunicacao
e periodo de cada classe para a cadeia de Markov homogénea com
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estados S = {0, 1,2,3,4,5} e matriz de transigao:

000 30

001000

000100

00001020

000O0O0°1

003: 3 032
Calcule ms = E(T5| X, = 5).

3.7. Distribuigao estacionaria. Seja (X,,),>0 uma cadeia de Markov
estacionéria com espago de estados (finito ou infinito) S e matriz de
transicao P.

Dada uma distribuicao de probabilidade inicial 7y de X, usando a
Proposicao a distribuicao de X,, é dada por m, = moP". Um caso
especial é quando 7, = my para todo n > 0.

Definicao 3.10. Uma distribuicao de probabilidaddﬂ m em S diz-se
estacionaria se
m=T7P.

Observagao 3.37. A equagao m = wP determina os vectores proprios
associados ao valor proprio 1 da matriz transposta de P. Portanto,
se P nao tiver valor pr(’)pri(ﬂ 1, entao a cadeia nao tem distribuicao
estacionaria.

Observagao 3.38. Se a cadeia de Markov tem duas distribuigoes esta-
cionarias distintas, entao tem uma infinidade de distribuigoes esta-
cionarias. De facto, sejam 7 e v duas distribuicoes estacionarias. Entao
a combinacao convexa

p=Ar+(1-=Nr, Iel0,1]
é também uma distribuicao estacionaria:

pP=XtP+(1—-ANvP=Xr+(1-ANr=u

Z,ui:Z)\m—i-(l—)\)yi:)\Zm—l—(l—)\)Zyi:1.

i€s i€s i€s i€s
No caso em que a cadeia de Markov admite uma distribuicao esta-
cionaria 7, se X tiver distribuicao 7w entao todas as variaveis X,, tém a
mesma distribuigao m. Segue que a cadeia de Markov ¢ um processo
estacionario, ou seja,

d

(anv s 7Xnk) = (Xn1+m7 s aXnk-i-m)

6Uma distribuicdo de probabilidade ¢ um vector linha 7 = (m;: i € S) tal que
Y icsT™ =1lem >0 paratodoi e S.

T

A matriz P e a sua transposta tém os mesmos valores proprios.
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para quaisquer 0 < n; < --- <mng e m > 0. De facto,

P(an+m = il, e ,Xnk+m = Zk) = 7ri113i . P

Ig—1,0k

= P(X, = i1,y Xy = i)

1,82 °

Exemplo 3.39 (existéncia e unicidade). Considere a cadeia de Markov
com matriz de transicao
11
P=(i 1)
2 2

Seja m = (m, m1). Entdo m = P é equivalente a

1 +1
o = =T —T
0 20 21
_1 +1
7T1—27T0 27Tl

Destas equagoes concluimos que my = ;. Como my+m; = 1 concluimos
que Ty = M = % é a distribuicao estacionaria e é tinica.

Exemplo 3.40 (existéncia e nao unicidade). Considere a cadeia de
Markov com matriz de transicao

()

Entao m = 7P = m porque P ¢ a matriz identidade. Ou seja, qualquer
distribuicao de probabilidade é estacionéria.

Exemplo 3.41 (inexisténcia). Considere a cadeia de Markov com es-
tados S ={0,1,2,...} e matriz de transigao

1
¥
16

8

O Ol
(@) SN

v,
I
. »th—'ool»—lalH

o DN 00—

A equagdo m = P é equivalente ao sistema de equagoes (em numero
infinito)

1
7T0:§7T0

1 1
7T1:Z7T0+§7T1

— ot im+
7T2—87T0 47T1 27T2

A solucdo do sistema é m; = 0 para todo i € {0,1,2,...}. No en-
tanto, o vector nulo 7 = 0 nao é uma distribuicao de probabilidade.
Logo, a cadeia nao tem distribui¢ao estacionaria. De facto, a matriz
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P & triangular superior com um unico valor proprio igual a 1/2. Re-
pare que todos os estados da cadeia sao transientes! Compare com o

Exemplo [3.20]

O proximo resultado mostra que os estados transientes nao tém peso
na distribuicao estacionéaria.

Proposigao 3.42. Seja 7 = (7;: j € S) uma distribuicdao estaciondria
da cadeia de Markov. Se j € S é um estado transiente, entao m; = 0.

Demonstracao. Como j é transiente, lim,, .. PZ(?) = ( para todo
i € S (ver Corolario 3.16). Entao
_ (n)
T = X;BJ v 7:00
ic

d

Exemplo 3.43. Considere a cadeia de Markov do Exemplo|3.18] Recorde-
se que tem matriz de transicao

Como 0 é um estado transiente, obtemos que my = 0. De facto, a
distribuigao estacionaria ¢ m = (0, 1).

O resultado seguinte relaciona os estados recorrentes com a dis-
tribuicao estacionaria e mostra que toda a cadeia de Markov com
pelo menos um estado recorrente positivo admite pelo menos uma dis-
tribuicao estacionéria que é tinica no caso de existir uma tnica classe
de comunicagao entre estados recorrentes.

Teorema 3.44. Toda a cadeia de Markov admite uma distribuicao
estactondria se e so se tiver pelo menos um estado recorrente positivo.
Mais, a distribuicao estaciondria € unica se e so se todos os estados
recorrentes comunicam entre si. Nesse caso, a distribuicao estaciondria
m=(m;:j€S) € dada por

onde m; € o tempo médio de reentrada no estado j, ou seja, m; =
E(T3| X0 = j).

Demonstracao. Procurar na bibliografia. U

Observagao 3.45. Se o espago de estados ¢ finito, entao sabemos das
Proposigoes[3.19e que toda a cadeia de Markov tem pelo menos um
estado recorrente positivo. Logo, admite distribui¢oes estacionarias. A
distribuicao é inica se tiver uma tnica classe de comunicagao de estados
recorrentes.
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Exemplo 3.46. Considere a cadeia de Markov do Exemplo A

matriz de transicao é
01
P= (1 0)'

A cadeia de Markov ¢é irredutivel e todos os estados sdo recorrentes. E
facil calcular a distribui¢ao estacionaria m = (%, %) que ¢é tnica. Con-
cluimos também que os tempos médios de reentrada sao m; = my = 2.
Exemplo 3.47. O passeio aleatorio (simétrico ou assimétrico) nao tem
estados recorrentes positivos, portanto nao admite distribuigoes esta-
clonarias.

De seguida iremos relacionar as distribuicao limite das probabili-
dades de transicao de uma cadeia de Markov com as distribuigoes esta-
cionérias. O proximo resultado mostra que se o limite das probabil-
idades de transicao existir e for independente do estado de partida,
entao definem uma distribuicao estacionaria que é tnica.

Proposicao 3.48. Se para quaisquer i,j € S, o sequinte limite € con-
vergente e independente de i,

m; := lim P™ < 400

A
n— 00 &

em:=(mj:j€S)#0 ouS € finito, entio ™ é a unica distribuicao
estaciondria da cadeia de Markov.

Demonstracao. Para simplificar a demonstragao consideremos o caso
de S ﬁnitoﬁ. Pela equacao de Chapman-Kolmogorov,

m; = lim PZ(?) = lim Z Pi(’z_l)Pk,j = Zr}grlgo IDiEZ_l)Pk7j = Zﬂkpk,j

n—00 n—00
keS keS keS
(&
> mi=> lim P = lim Y P% = lim 1=1.
n—o00 J n—o00 & n—o0
JjES JjES JjES

Logo, m =mP e ) ;m; =1, ou seja, 7 é uma distribui¢do estacionaria.
Para mostrar a sua unicidade, suponhamos que v é outra distribuicao
estacionaria. Como v = vP" temos que

_ E (n) E ' _
Vi = fajlﬁ — TV = Tj.
n—00

€S €S

g

A distribuicao 7 obtida pelo limite das probabilidade de transicao é
conhecida por distribuicao limite.

80 caso S infinito é tecnicamente mais sofisticado.
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Observacao 3.49. A distribuicao limite de X,, nao depende do estado
inicial da cadeia,
lim P(X, = j) = lim )~ PWP(Xo =) = ;.

n—00 -
€S

O proximo resultado complementa a Proposigao [3.48. Estabelece
uma condicao suficiente para a convergéncia das probabilidades de tran-
si¢ao, definindo no limite uma tnica distribuicao estacionéaria.

Teorema 3.50 (Teorema Ergodico). Se a cadeia de Markov é irre-
dutivel e aperiddica, entao

1
lim Pi(?) = —.
n—oo ’ mj
Demonstragao. Procurar na bibliografia. U

Quando o conjunto dos estados .S é finito obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.51. Considere uma cadeia de Markov com espago de es-
tados S finito. Se a cadeia de Markov € irredutivel e aperiddica, entdo
admite uma unica distribui¢ao estaciondria m = (m;: j € S) dada por
1

mj = lim PZ(?) ==

Demonstragao. Segue da Proposi¢ao [3.48 ¢ do Teorema O

Observagao 3.52. A razao m; = 1/m,; representa a fracgao de tempo
passado no estado j.

Observagao 3.53. Se (X,),>0 ¢ uma cadeia de Markov irredutivel
com periodo d entao (X,q),>0 ¢ uma cadeia aperiodica. Logo,
d

lim P(T,Zd) = —.

n—oo mj

Exemplo 3.54. Considere a cadeia do Exercicio @ E irredutivel e
aperiddica. Tem uma tnica distribuicao estacionaria dada por,

_(q p)
T=—)—].
p+q¢ p+yq

Exemplo 3.55. Considere a cadeia de Markov do Exemplo[3.36] Recorde-
se a matriz de transicao:

s

I
O Ol =
O O OrIeao|—
O Owiknl—m O O
O Orimkir O O
NI O O O O
NWI-0I=s = O O O
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Existem duas classes de comunicagao recorrentes C'(0) e C'(4). Cada
classe de comunicagao define uma cadeia de Markov a dois estados
irredutivel e aperiodica. Logo, todas as distribuigoes estacionarias da
cadeia sao uma combinagao convexa das distribuigoes,

1 2 11
V_<§7§70707070> € M_(07070707§7§)'

Exemplo 3.56 (Aplicagao: Modelo de Aprovisionamento). Considere
o modelo de aprovisionamento descrito no Exemplo [3.11] onde apenas
0, 1, ou 2 artigos sao procurados em cada periodo (a, = 0 para k > 3)
com probabilidade
1 2 1
P&, =0)==, PE&=1)=- P&, =2)= —.
E=0)=3 Plé=1)=: ¢ P=2)=x

Suponha que s = 0 e m = 2. O espago de estados da cadeia é S =
{2,1,0,—1} e a matriz de transi¢ao

1/2 2/5 1/10 0
0 1/2 2/5 1/10
1/2 2/5 1/10 0
1/2 2/5 1/10 0

P =

E facil verificar que todos os estados da cadeia comunicam entre si. Por-
tanto, a cadeia ¢é irredutivel. Como P55 > 0, concluimos que o estado
2 é aperiodico, logo a cadeia também é. Pelo Corolario |3.51] a cadeia
admite uma tnica distribuicao estacionaria. Podemos determinar a
distribuigao resolvendo o sistema m = 7P onde m = (my, 71, 7o, T_1),

1
Tg =— §7T2 + §7T0 —+ 571',1
2 1 2 2
T = E + 5 + 570 + 571
1
o — Eﬂ'z + 577'1 + Eﬂ'g + Eﬂ',l
1
m_1 = 1—07'('1

Resolvendo este sistema determinamos os coeficientes da distribuicao

estacionéaria
5 4 7 2
™= To'Aa’on’ A |
1879730 45

Como exemplo, concluimos que o tempo médio de reentrada da cadeia
no estado 2 é 18/5. Mais, a probabilidade de a procura exceder a oferta
a longo prazo é
2
lim P(X,=7)=—
lim » P =1

7<0
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e o nivel médio de stock a longo prazo é

5 4
li P(X,=J)=2x —+1x—-=1
Jim 2 TP = J) =2 g5 15

Exemplo 3.57 (PageRank do Google). O motor de busca na inter-
net mais famoso do mundo lista os seus resultados de acordo com a
probabilidade com que um utilizador entrando aleatoriamente em links
chega a uma determinada pagina na internet.

Podemos representar a internet como um grafo G = (V, E) onde
os vértices correspondem as paginas e as arestas aos links ligando as
diversas paginas. Designamos por n = #V o nimero de paginas que
existem na internet e L(i) o nimero distinto de links existentes na
pagina ¢ € V. Um utilizador "aleatério" situado numa pagina ¢ € V'
entra numa pagina j € V' com probabilidade

L seL(i)=0
ﬁ se L(i) >0e (i,j) € £
0 se L(i)>0e (i,j) ¢ £

Fij=

A matriz P = (P,;);jev ¢ estocéstica. Para garantir que a cadeia
de Markov associada é irredutivel e aperiédica fazemos uma pequena
transformacao,

. €
Piy=1-eFi,+-—

onde € € [0, 1] ¢ um pequeno parametro. Assim, P, ; > 0 para quaisquer
1,7 € V garantindo que a cadeia de Markov com matriz de transi¢ao
P = (P, ;)i jev € irredutivel e aperiddica. Pelo Corolario , a cadeia
admite uma tunica distribuicao estacionéria,

T=aP

Se m; > m;, entao a pagina ¢ ¢ mais relevante que a pagina j. Um
dos segredos do Google reside num método numeérico eficiente e uma
grande capacidade computacional para calcular as maiores entradas da
distribuicao estacionaria .

3.8. Exercicios.

Exercicio 14. Determine as distribuicoes estacionarias das cadeias de
Markov com matrizes de transicao:

%9%00% 5000310
5 £ 7000 001000
000010 000100
Ll lgoll © 1o00010
001000 000001
000001 003 35 0 3
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Exercicio 15. Determine a distribuicao limite da cadeia de Markov
com matriz transi¢ao

, 0<pqg<l, p+qg=1

|

I
QR e R
coocom
coog o
coy oo
o’ oo o

Exercicio 16. Considere a cadeia de Markov com estados S = {0, 1, 2, 3}
e matriz transicao,

01 0 0
1111
P=I11 111
S
4 4 2

Determine:

(1) A distribuigao limite da cadeia de Markov.
(2) Calcule E(Ty| Xy =1). (Dica: observe que a cadeia passa sem-
pre do estado 0 para o estado 1)

3.9. Estados absorventes e probabilidade de absorgao. Seja (X,,)n>0
uma cadeia de Markov homogénea com espago de estados S (finito ou
infinito).

Um tipo particular de estados recorrentes sao os estados absorventes.

Definicao 3.11. Um estado 7 € S ¢ absorvente se e s6 se P;; = 1.

Ou seja, uma cadeia de Markov que esteja num estado absorvente
¢ tem probabilidade zero de sair do mesmo, isto é, P;; = 0 para todo
J# i
Observacao 3.58.

(1) Se i é absorvente entao C(i) = {i}, isto ¢, a classe de comuni-
cacao de i é o proprio i.
(2) Se C' C S & um conjunto de estados fechado contendo apenas
um estado i, entao ¢ é absorvente.
(3) Estados absorventes sao ergodicos. De facto, pela equacao de
Chapman-Kolmogorov,
(n) _ (n=1) _ (n=1) _ p(n-1)
P =) PPy = Pk = P,
j€s
Logo, Pz(?) =1 para todon > 1, e Per(i) = 1.

Exemplo 3.59. Considere a seguinte matriz estocastica associada a
uma cadeia de Markov homogénea (X,,),>o com estados S = {0, 1,2},

1 00

P=la B v|, a+B8+y=1, «a,B,7v>0.
00 1
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Os estados 0 e 2 sao absorventes enquanto o estado 1 é transiente.

Seja A C S um conjunto de estados fechadoﬂ. Em aplicagoes é
importante calcular a probabilidade de absorcao em A,
hi = [P(T<OO|X0:Z), 1€ 8

onde 7' = min{n > 0: X,, € A} é o primeiro tempo de retorno ao
conjunto A. Designamos por tempo médio de absorgao ao valor
esperado

E facil determinar h; e t; para certos estados i € S. Note-se que se
1 € A entao

Por outro lado, se i é um estado absorvente mas nao pertence a A
entad

De seguida vamos deduzir umas equacoes que permitem calcular h; e
t; para qualquer estado ¢ € S.

Proposicao 3.60. O vector de probabilidades de absor¢cao em A, h =
(hi: 1€ 8), € solugao do sequinte sistema de equagoes lineares,

h; =1, sei€ A
hi:ZjeSF)i,jhj 8€Z'¢A

Demonstracao. Ja vimos que se i € A, entao h; = 1. Suponhamos
que i ¢ A. Entao T > 1. Logo, usando a propriedade de Markov e a
homogeneidade da cadeia,

= ZP(T < oo|lXy =7,Xo=1)P(X; =j|Xo=1)

JES

= P(T < o|X; = j)P,
JES

=2l
jeS

g

Observagao 3.61. Seja P a matriz que se obtém removendo as linhas
1 € A de P. Analogamente, seja h o vector coluna que se obtém
removendo as entradas i € A do vector h. Entao
h = Ph.
90 conjunto A pode ser formado por estados absorventes ou mais geral por

classes de comunicagao recorrentes.
10Mais geral, se i - j para todo j € A, entdo h; =0 e t; = 0.



40 JOSE PEDRO GAIVAO

Compare com a equagcao que define uma distribuicao estacionéaria.

Exemplo 3.62. Considere a cadeia de Markov do Exemplo [3.59] Seja
A = {0} o conjunto formado pelo estado absorvente 0. Aplicando a
proposicao anterior obtemos,

ho=1
h1:&+6h1+’}/h2
hQZO.

Note-se que o estado 2 é absorvente. Portanto ho = 0. Assim, conclui-
mos que

Q@ Q@
hy = = .
YT 1-8 a+ y
Ou seja, a probabilidade de absor¢ao no estado 0 partindo do estado 1
é =,
a+y

Proposicao 3.63. Se o vector de tempos médios de absor¢iao em A,
t=(t;:ie€S) for ﬁm’tﬂ entdo t € solucao do sequinte sistema de
equagoes lineares,
t; =0, sei € A
ti:1+2jegpi,jtj S€’i¢A
Demonstracao. Analoga a prova da proposicao anterior. Procurar
na bibliografia. O

Exemplo 3.64. Continuando o exemplo anterior, vamos agora calcular
os tempos médios de absorgdo em A = {0,2}. Note-se que ty = t5 = 0.
Para calcular ¢; aplicamos a proposi¢ao anterior,

ty =1+ aty+ Bty +ta

Portanto,
1 1
t1 = = .
1-8 a+7y
Ou seja, o tempo médio de absorcdo partindo do estado 1 & ——.

oty

3.10. Exercicios.

Exercicio 17. Considere uma cadeia de Markov com estados S =
{0,1,2,3} e matriz de transigao

11 1 1
3

po |08
0055
0 0 0 1

Determine os tempos médios de absorcao no estado 3.

1t « o0 para todo i € S
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Exercicio 18. Considere uma cadeia de Markov com estados S =
{0,1,2,3} e matriz de transigao

(@ NI e
O = O
vl O
— ool O

(1) Partindo do estado 1, determine a probabilidade de a cadeia ser
absorvida pelo estado 0.
(2) Determine o tempo médio de absor¢ao em A = {0, 3}.

Exercicio 19. Considere o seguinte jogo. Uma moeda perfeita é
langada sucessivamente ao ar até que aparecam duas caras sucessivas.

(1) Modele o jogo usando uma cadeia de Markov. Determine a ma-
triz de transigao e o diagrama da cadeia. (Dica: S = {0, 1,2})

(2) Determine a decomposigao do espago dos estados da cadeia.

(3) Calcule o tempo médio de duragao do jogo supondo que comega
0 jogo com duas coroas.

4. PROCESSO DE POISSON

Processos de Poisson sao usados para contar o ntiimero de ocorréncias
"aleatoriamente" espacadas entre si ao longo do tempo. Por exemplo, o
ntmero de particular emitidas por um material radioativo ou o ntimero
de chamadas telefénicas que chegam a uma central. Antes de introduzir
o Processo de Poisson vamos relembrar as propriedades da distribuicao
exponencial.

Definicao 4.1. Uma variavel aleatéria 1" com valores em [0, +00] tem
distribuigao exponencial com parametro A > 0 se

P(T<t)=1—e t>0.

A fungao densidade de probabilidade fr(t) é

e M >0
t — b -
fr(®) {Q t<0

Facilmente determinamos que E(T) =1/ e V(T) = 2/\%.

A distribuicao exponencial tem a propriedade de nao possuir memdaria,
ou seja,

P(T >t+s|T >t)=P(T > s).
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De facto,

P(T >t+s|,T >t
P(T >t)
P(T >t+s)
P(T > t)
o~ Mt+s)

P(T>t+sT >t)=

Py,
=P(T > s).

Como demonstra o préximo resultado, a soma de variaveis aleatorias
independentes com distribui¢ao exponencial tem distribuicao gamma.

Proposicao 4.1. Sejam Ty,...,T,, n > 1 varidveis aleatorias in-
dependentes com distribuicao exponencial com pardametro X e W, =
Ty +---+T,. Entao W, tem distribuicao gamma com paradmetros n e
A)

e (A

an (t) = )de

Demonstracao. A prova é por inducao em n. Para n = 1 temos

W, = T} que tem distribuicao exponencial fy,(t) = fr,(t) = e .

Suponhamos que a proposicao é verdadeira para n. Vamos mostrar o

mesmo para n + 1. Usando o factﬂ Wypi1 = W, +T,,11 e a inde-
pendéncia dos T;’s temos que

an+1 (t) = /0 an(S)anH (t — S) ds.

Usando a hipotese de inducao,

t n—1
o —)\s (/\S) —A(t—s)
for(B) = /o A m)\e o

—At\n ! Sn_l
= e VA ——ds
o (n—1)!

tn
= e A
n!

12D adas duas varidveis aleatorias X e YV independentes com densidade fx e fy,
entao a densidade da soma Z = X + Y é a convolugao das densidades fx e fy, ou
seja,

“+o0
fZ(Z):/ fx(@)fy(z — x) da.

— 00
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4.1. Definigao do processo de Poisson.

Definicao 4.2. Uma variavel aleatoria X tem distribuicao de Pois-
son com parametro A > 0 se

P(X=n)=e"—, n=0,1,2...

E facil verificar que E(X) = V(X) = \. Outra propriedade a reter ¢
a soma de variaveis aleatorias independentes com distribuicao de Pois-
son tem também distribuicao de Poisson.

Proposicao 4.2. Sejam Xy, ..., Xy varidveis aleatorias independentes
com distribuicao de Poisson de parametro Ay, ..., \g, respectivamente.
Entao a soma X1+-- -+ X}, tem distribuicao de Poisson com pardmetro
AL+ A

Demonstragao. Exercicio. O

A distribuicao de Poisson surge considerendo o limite da distribui¢ao
Binomial quando a probabilidade do evento é A\/n e n — oo. Esta
aproximagao é conhecida por lei dos eventos raros. Suponhamos que
A representa o niimero médio de eventos que se observam num intervalo
de tempo (ou espago). Divida-se o intervalo em n subintervalos de
comprimento igual tal que n > A. Entao \/n representa a proporgao
de eventos que se observam em cada subintervalo. Assumimos que a
ocorréncia de um evento num subintervalo ¢ uma variavel aleatéria com
distribuicao de Bernoulli com parametro A\/n . Assim, o namero
de eventos no intervalo inicial e uma distribuicao Binomial com
parametros n e A/n, ou seja, a probabilidade de observar k eventos é

o () (=)

Reescrevendo obtemos

tosb ek 2 (1)

Tomando o limite n — oo, é facil verificar que o 12 termo do produto
tem limite 1, o 22 ndo depende de n, o 32 tem limite e ™ e o 4° tem
limite 1. Portanto,

. n! A\ A\F _)\)\k
sz,‘om(a) (1‘5) S

Vamos agora definir o processo de Poisson.

Definigao 4.3 (Processo de Poisson). {N(¢),t > 0} é um processo
de Poisson com parametro A > 0 se

(1) N(0) =0,
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3ir —

) }
oy :

0 4 ‘ ‘

W, W, W, W, d

FIGURE 3. Realizacdo de N(t)

(2) os incrementos N (t+s)— N(s) tém distribuigao de Poisson com
parametro At,

(3) N(t) tem incrementos independentes, isto ¢, se tg < t; < -+ <
t, entao

N(t;) — N(to),...,N(t,) — N(t,—1) sao independentes.

O Processo de Poisson N(t) conta o nimero de eventos que ocorreram
até ao instante t. E portanto um processo de contagem. Como tém
incrementos estacionarios e independentes, pertence a uma classe mais
geral de processos que sao as cadeias de Markov a tempo continuo.

4.2. Construcao do processo de Poisson.

Definicao 4.4. Sejam Ti,...,T,, variaveis aleatorias independentes
com distribuicao exponencial de parametro A. Considere-se a soma
Wn:T1++Tn com WOZOG

N(t) == max{n > 0: W, <t}.
Mostremos agora que N (t) é um processo de Poisson.
Lemma 4.3. N(t) tem distribuicao de Poisson com parametro At.

Demonstragao. Note-se que N(t) = n se e s6 se W, <t < W, 4.
Portanto,

]P(N(t) = 77,) = ]P)<Wn S t < Wn+l)

/t P(W, < t < Wiea|Wy = 8) fir, (5) ds
0
|
0
= /o P(Thi1 >t — ) fw, (s) ds.

Segue da Proposigao [£.1] que

LAy as A8) T (A"
]P(N(t) :?7/) :/ e Alt ))\6 A st:e MT.
0 . .

P(Thiq >t — WL W, = $) fw, (s)ds
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g

Lemma 4.4. N(t+s)—N(s) tem distribuicao de Poisson com parametro
At e € independente de N(r) para 0 <r <s.

Demonstracao. Para fixar ideias, suponhamos que até ao instante
s exactamente 3 eventos ocorreram nos instantes wi, wy € ws (ver
Figura . O tempo de espera até quarto evento é T, que por hipotese
s < ws + Ty (caso contréario 4 eventos teriam ocorrido). Como a dis-
tribui¢ao exponencial nao tem memoria temos que,

]P(T4>S—lU3+t’T4>S—U)3):P(T4>t).

Isto mostra que a distribuicao do tempo de espera até ao primeiro
evento depois de s é exponencial com paradmetro A e independente de
Ty, T e Ts. Logo, N(t+ s) — N(s) tem a mesma distribuigao de N (¢)
e ¢ independente de N(r) com 0 <r < s. O

Lemma 4.5. N(t) tem incrementos independentes.

Demonstragao. O lemma anterior mostra que N(t,) — N(t,—1) é
independente de N (r) com r < ¢,_;. Logo é independente de N (t,_1)—
N(t,—2). O resultado segue usando indugao. O

Mostramos assim o seguinte teorema.
Teorema 4.6. N(t) é um processo de Poisson.

4.3. Caracterizacao. Descrevemos agora uma outra forma equiva-
lente para caracterizar um processo de Poisson. Escrevemos o(h) para
designar uma fungao que satisfaz limy,_,oo(h)/h = 0.

Teorema 4.7. Seja {N(t):t > 0} um processo estocdstico tal que
N(0) =0 e N(t) € {0,1,2,...} para todo t > 0. O processo N(t) é
Poisson se e so se

(1) N(t) tem incrementos independentes
(2) P(N(t+h) — N(t) =1) = Ah+ o(h) quando h — 0
(3) P(N(t+h)—N(t)=0)=1— Ao+ o(h) quando h — 0

Demonstragao. Se N(t) é um processo de Poisson, entdao N(t+ h) —
N(t) tem distribui¢do Poisson com parametro Ah. Portanto,

P(N(t+h)—N({t)=0)=e e P(N(t+h)—N(t)=1) = \he .

Logo,
P(N(t+h)—N(t)=0)=e =1~ +o(h)

P(N(t +h) — N(t) = 1) = Aa(1 — M+ o(h)) = M + o(R)
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Suponhamos agora que (1)-(3) se verificam e queremos mostrar que
N(t+ s) — N(s) tem distribuicao de Poisson com parametro At. Con-
sideremos o caso s = 0 uma vez que o caso s > 0 é andlogo. Seja

pa(t) = B(N(t) = n).
Note-se que
pn(t+h) =P(N(t) =n,N(t+h)— N(t) =0)
+P(N(t) =n,N(t+h)—N(t)=1)
+P(N(t) =n,N(t+h) — N(t) > 2)
Segue de (1), (2) e (3) que
Pu(t +h) = pu(t)po(h) + pu1(t)p1(h) + o(h)

po(h) =1—Ah+o(h), pi(h)=Ah+ o(h)
Logo,
pu(t + h) — pu(t) = =Ahpu(t) + Aapn_1(t) + o(h)

Dividindo ambos os termos da equagao por h e tomando o limite h — 0
temos que

p;z(t) = —Apu(t) + Apn-1(?).
Note-se que p_1(t) = 0. Temos de resolver este sistema de equagoes
diferenciais com condi¢ao inicial

pa(0) = P(N(0) = n) = {(1) Z N ?

Quando n = 0 temos

Po(t) = —=Apo(t) com po(t) = 1.
A solugao é po(t) = e . Usando indugio é resolver as restantes

equagoes e obter solucao

Pn (t) = eAt%'

4.4. Relagao com a distribuicao Binomial.

Proposicao 4.8. Sejam s <t e m < n. Entao

P(N(s) = m|N(t) =n) = _oont <§>m (1 - §>n—m

ml(n —m)! \t t

Demonstracao. Exercicio. U
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4.5. Processo de Poisson nao homogéneo. Uma extensao do pro-
cesso de Poisson considera intensidades que variam ao longo do tempo.

Definigao 4.5. Um processo {N(¢): t > 0} é um processo de Poisson
com intensidade A(t) se

(1) N(0)=0
(2) N(t) tem incrementos independentes
(3) N(t)—N(s) tem distribuigao de Poisson com parametro f; A(r) dr

E possivel caracterizar um processo de Poisson nao homogéneo através
das aproximacgoes de primeira ordem dos incrementos.

Teorema 4.9. Um processo {N(t): t > 0} € um processo de Poisson
com intensidade \(t) sse

(1) Tem incrementos independentes
(2) P(N(t+h)—N(t)=1) = At)h + o(h)
(3) P(N(t+h)—N(t)=0) =1—Xt)h+o(h)

Demonstracao. Procurar na bibliografia. O

Exemplo 4.10. Suponha que a procura de um produto numa loja
entre as 9h e as 13h segue um processo de Poisson com taxa

2t, 0<t<1
At) =X 2, 1<t<?2
4—t, 2<t<4
Vamos determinar a probabilidade da procura nas primeiras 2h ser

igual a 2 artigos. Para tal, calculamos a taxa média entre ¢ = 0 e
t = 2, portanto

2 1 2
u:/ /\(t)dt:/ 2tdt+/ 2dt =1+2=3.
0 0 1

3
21"

No entanto, se quisermos determinar a probabilidade da procura ser

igual a 2 artigos entre as 11h e as 13h, entao

4 4
u=/ A(t)dt:/ 4—tdt =2,
2 2

21

Assim,

P(N(2)=2) =e

P(N(4) — N(2)=2) =
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4.6. Exercicios.

Exercicio 20. Um autocarro chega a uma determinada paragem de
10 em 10 minutos. Suponha que o nimero de autocarros que chegam
a paragem segue um processo de Poisson.

(1) Qual é a probabilidade de o intervalo entre chegadas sucessivas
ser superior a 20 minutos?

(2) Apos perder um autocarro, quanto tempo tem um passageiro de
esperar para apanhar o autocarro seguinte com probabilidade
de 0.57

(3) Dado que na ultima hora nao chegou nenhum autocarro qual é
a probabilidade esperar mais uma hora?

Exercicio 21. Seja T uma variavel aleatoria com distribui¢ao de prob-
abilidade continua. Mostre que T' tem distribuicao exponencial se e s
se T' nao tem memoria, isto é,

P(T >z +y|T >z)=P(T >vy).

Exercicio 22. A chegada de passageiros a uma paragem de autocarro
segue um processo de Poisson com intensidade \;. Seja T' o tempo de
chegada de um autocarro que é independente do processo de Poisson.
Quando t = 0 nao existem passageiros na paragem. Supondo que
T segue uma distribuicao exponencial com intensidade Aq, calcule o
ntimero médio de pessoas na paragem no instante 7'.

Exercicio 23. Suponha que N; e N, sao processos de Poisson indepen-
dentes com intensidades A\ e Ay, respectivamente. Mostre que N; + Ny
é um processo de Poisson com intensidade A; + Ao.

5. PROCESSOS DE MARKOV EM TEMPO CONTINUO

Seja {X(t): t > 0} um processo estocéstico a tempo continuo com
espago de estados £ ={0,1,2,3...}.

Definicao 5.1. Dizemos que {X(¢): ¢ > 0} ¢ um processo (ou
cadeia) de Markov a tempo continuo sse
P(X(t+s) =j|X(s) =14, X(sp) =in...,X(S0) =ip)

— P(X(t+35) = jIX(s) = i)
paratodot >0,s>s,>--->5 >0¢ej,1,i,,...,00 € F.
Exemplo 5.1. Uma classe especial de processos de Markov sao os
processos com incrementos estacionarios e independentes. Suponhamos

que X (0) = 0. O processo X (t) tem incrementos estacionarios e
independentes sse

(1) X(t) — X(s) gX(t—s) para t > s;
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(2) As variaveis aleatorias sao independentes
X(tn) — X(tn-1),.... X(t1) — X(to)

para quaisquer to < t; < --- < tp,.

Um processo com incrementos estacionéarios e independentes tem uma
expressao simples para a evolucao da média e da covariancia do pro-

cesso. Sejam m(t) = E(X(t)) e c(s,t) = Cov(X(s),X(t)). Entad"
existem p € R e o > 0 tal que
m(t) =ut e c(s,t)=o’min{s,t}.

O processo de Markov ¢ homogéneo se as probabilidades de tran-
sicao nao dependerem de s, ou seja,

P(X(t+s) = jlX(s) = i) = P(X(t) = j|X(0) = ).
Neste curso tratamos apenas dos processos homogéneos. Define-se

pij(t) = P(X(t) = j[ X (0) = 4).

As equacoes de Chapman-Kolmogorov podem ser obtidas de forma
equivalente ao caso discreto (cadeias de Markov).

Proposicao 5.2 (Equagoes de Chapman-Kolmogorov).
pig(t+5) = pin(t)pe;(s).
kEE

Demonstracgao. Exercicio. U

Suponhamos que as probabilidade de transicao p; ;(t) sdo funcoes
bem comportadas, ou seja, que podemos tomar o limite

i) . y

No caso em que o limite existe designamos por ¢; ; a intensidade do
salto de ¢ para j. A matriz formada pelas intensidades dos saltos é
conhecida por matriz de intensidades do processo,

Q= (%‘,j)i,jeE-

Veremos de seguida que é possivel construir um processo de Markov
a partir de uma matriz de intensidades. Mais, a matriz de intensidades
especifica a lei de probabilidade do processo, ou seja, é possivel deter-
minar a distribui¢cao de probabilidade do processo a partir da matriz
de intensidades. Antes de prosseguir, vejamos alguns exemplos.

13prova-se usando o lemma de Cauchy. Ver https://en.wikipedia.org/wiki/
Cauchy’27s_functional_equation
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Exemplo 5.3. O processo de Poisson tem incrementos estacionarios
e independentes, logo é um processo de Markov. Por outro lado, das
equagoes que caracterizam o processo

P(N(t+h) — N(t) =1) = A+ o(t)
P(N(t+h)—N(t)=0)=1— A+ o(t)

obtemos
L—=X+o(t), j=1
pij(t) = < At + o(t), j=i+1
0, caso contrario
Assim,
-\ j=1
Gij = § A J=1i+1
0, caso contrario

com matriz de intensidades

A A 0 0
0 =X A 0
Q=10 0 =X A

Exemplo 5.4. Os Processos de Nascimento e Morte sao processos
de Markov a tempo continuo que generalizam os processos de Poisson,
no sentido em que sao permitidos decrementos do processo. O processo
de nascimento e morte é caracterizado por,

(1) pias1(t) = Nt +o(t),i=0,1,...
()pu 1(): t+0()2—1,2,...
(3) pii(t) =1— (N +p)t+o(t),i=0,1,...

1, 1=y
4) pii(t)=1 "
CRCES I
(5) o=0,N>0e N\, pt; >0parai=1,2...
E facil verificar que o processo tem a seguinte matriz de intensidades

—Xo Ao 0 0
| m —(M+ ) A 0
Q= 0 2 —(A2+p2) Ao

Exemplo 5.5. O Processo de Ramificacao modela a evolugao de
uma populagao onde cada individuo nasce a uma taxa A > 0 e morre
a uma taxa p > 0. Assim

Qi1 = AN € Qi1 = jn.

Quando p = 0 obtém-se o Processo de Yule.
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Exemplo 5.6. Numa fila de espera do tipo (M/M/s) com s servidores

temos
i, 0<i1<s
Gii+1 = A e Gii—1 = .
Sy, 1>S8

onde A é a taxa de chegada de novos clientes a fila e 14 a taxa de servigo
de cada servidor.

Uma matriz de intensidades () tem a soma das linhas igual a zero e
as entradas da diagonal sempre nao-positivas.

5.1. Construgao do Processo de Markov. Dada uma matriz de
intensidades () vamos de seguida construir um processo de Markov
X(t) com intensidades Q. Seja

Ai = Z di,j
1#]

a intensidade com que o processo deixa o estado ¢ € E. Vamos supor
que 0 < A\; < 0o. Quando A\; = 0 entao o processo é constante no
estado i. Define-se

Tij = Qz_,j

) Az

que corresponde a "probabilidade" do processo entrar em j uma vez
que saiu de ¢. Usando as probabilidades 7;; definimos uma cadeia
de Markov (Y},),>0 com matriz de transicio R = (r;;). As varidveis
Y,, representarao a n-ésima ocorréncia do processo de Markov. Se-
jam 7p, Ty, To, ... variaveis aleatorias iid com distribui¢ao exponencial
de parametro 1 e

T,=""L ¢ Wo=T1+-+T,, n=12,...

Convenientemente definimos Wy = 0. Finalmente, definimos o processo
de Markov como

X)) =Y, W,<t<Wn

Os tempos T,, sao independentes e tém distribui¢cao exponencial de
parametro Ay, ,. Correspondem aos tempos entre ocorréncias com
intensidade Ay, , de transitar do estado Y,,_; para o estado Y,,. Os
tempos W,, sao os tempos de espera até ocorrer Y,,.

Esta construgao do processo fornece um algoritmo para simular um
processo de Markov a partir da matriz de intensidades Q).

5.2. Equagoes Regressivas/Progressivas de Kolmogorov. A par-
tir da matriz ) podemos determinar a distribuicao do processo de
Markov. Iremos de seguida deduzir umas equagoes diferenciais que
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relacionam as probabilidades de transigao p; ;(¢). Usando a equagao de
Chapman-Kolmogorov,

pij(t+h) = pii(t) =Y pir(P)pi,(t) — pis(D)
k

- Zpﬁk(h)pk,j () + (pii(h) — 1)pss(t).

ki

Dividindo todos os termos por h e tomando o limite obtemos as equagoes
regressivas de Kolmogorov,

pi () = Z Qi kPr,j(t) — Nipi(t),
ket
uma vez que

i B }LLI%;T‘ ;q“’“‘ A

Podemos escrever as equagoes regressivas de Kolmogorov em forma
matricial,

P'(t) = QP(1),
onde P(t) = (pij(t))ijer € a matriz das probabilidades de transicao.
A equacao diferencial tem de ser resolvida usando a condicional inicial

P(0) = I, ou seja,
1, 1=
i,5(0) =
pJ() {0’ Z#]

A solucao da equacao é dada a partir da matriz exponencial
_ 0 el o (1Q)"
P(t) =€ = Z o
n=0

Note-se que %etQ = Qe'?. Uma forma de calcular a matriz exponencial
é diagonalizando a matriz (). Se a matriz ) for diagonalizéve]ﬂ, entao
existe uma matriz invertivel U, formada pelos vectores proprios de @,
tal que

A=U"tQU

é uma matriz diagonal, ou seja, todas as entradas fora da diagonal sao
zero. Suponhamos que aq,ds, ... sao os elementos da diagonal de A.

Entdo e'® é a matriz diagonal com elementos e®?, et .. .. Assim,

elQ = UetrU.
Na deducao das equacoes regressivas de Kolmogorov partimos o

intervalo [0,¢ + h] da forma [0,h] U [h,t + h]. Usando a parti¢ao

1yum condicao suficiente para @) ser diagonalizavel é ter os seus valores proprios
todos distintos.
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[0,¢] U [t,t + h] e repetindo a dedugdo obtém-se as equagoes pro-
gressivas de Kolmogorov,

P (6) = pir(B)ar; — \ipig(t),
=y

que reescritas na formal matricial,

P'(t) = P(t)Q.
Note-se que

P(t)Q = QP(t).

Exemplo 5.7 (Processo de Markov com 2 estados). Considere um
processo de Markov com estados {0, 1} e matriz de intensidade

o= (3 4)

onde A\, u > 0. As equagoes regressivas de Kolmogorov sao,

(pa,oof) pa,1<t>> _ (—A " ) (po,o(t) po,1<t>)
pll,O(t) P’1,1(t> peoo—=A pl,O(t) pl,l(t)
Como p;1 = 1 — p;p vamos determinar primeiro p; o. As equagoes para
Pi0 Sao
Po,o(t) = Ap10(t) — Apoo(t)
Pro(t) = ppoo(t) — pp1o(t)
Fazendo a diferenca obtém-se a seguinte equagao diferencial linear,

d

7 (Poo(t) = pro(t) = —(A+ ) (poo(t) — p1o(t)),

com condicao inicial pgo(0) — p10(0) =1 —0 = 1. Logo,
Poo(t) — pro(t) = e” 1L,
Como pjo(t) = —Ae” ! segue que
t
_ 7 A
p,tzl—/)\e()‘ﬂot: +
oolt) 0 Atp o Atp

De forma analoga determinam-se as restantes probabilidades de tran-
sicao. Assim

B D o=t A A ()t
P(t) — <)\—li;u Ap A At

e~ (At

B A (At A A (M)t
Ap )\+,ue Ap + A+,ue

Note-se que a distribuicao limite

VTR
lim pi,j<t>={ﬁ“’ ’

. )
t—00 yemt g=1

nao depende do estado de partida z.
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5.3. Distribuigao estacionaria. Dada uma distribuicao inicial 7(0)
para X (0), a distribuicao 7 (t) de X (t) é obtida da seguinte forma,

7(t) = 7(0)P(t).

Um caso especial é quando 7(t) é constante e independente de t. Nesse
caso m(t) = 7(0) para todo t > 0. Este facto motiva a seguinte defini¢ao
(compare com as cadeias de Markov).

Definigao 5.2. Uma distribuigdo 7 é estacionaria sse mP(t) = 7 para
todo ¢t > 0.

Se um processo de Markov admite uma distribuicao estacionaria 7 ,
entao o processo ¢ estacionario com distribuicao inicial .

Lemma 5.8. 7 é uma distribuicao estaciondria sse w¢) = 0.

Demonstragao. Se mP(t) = m, entao

d S B
0= EWP(t) =7P'(t) =7P(t)Q = 7Q.

Por outro lado, se () = 0, entao
d
EWP(t) =7P'(t) =7QP(t) = 0.

Logo, mP(t) é constante para todo t > 0. Em particular, 7P(t) =
7P(0) = . O

De seguida vamos relacionar a distribui¢ao estacionéria com a dis-
tribuicao limite do processo.

Definicao 5.3. Um processo de Markov ¢é irredutivel se para todo
1,] € E existe uma sequéncia de estados i = ko, k1, ..., k, = 7 tal que

ka,l,km > O, m = 1,...7n.

Teorema 5.9. Se o processo de Markov € irredutivel e admite uma
distribuicao estaciondria mw, entao

mj = lim p;;(t).

Demonstracao. Ver na bibliografia. U

Exemplo 5.10. Considere o seguinte modelo simplificado para prever
o tempo numa regiao. O processo é composto por trés estados 0 = sol,
1 = nublado e 2 = chuva. Sabe-se que

(1) Permanece sol durante um periodo de 3 dias até ficar nublado;

(2) Permanece nublado durante um periodo de 4 dias até comegar
a chover;

(3) Apos 1 dia de chuva regressa o sol.
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A matriz de intensidades do processo é

~1/3 1/3 0
Q= 0o —1/4 14
1 0 -1

Para determinar a distribuicao estacionaria vamos resolver o sistema
7@ = 0, ou seja,

_— e 0
371'1 + T3

1 1

§7T1 — Z’/TQ = 0
L 0
—To — Ty =
4 2 3

Usando m; + mo + w3 = 1 determinamos a solucao

(311
T=\g238)

Como o processo ¢ irredutivel (todos os estados comunicam entre si),
sabemos que

3
li ; =—.
Am piot) = 3
Ou seja, a longo prazo, 3 em cada 8 dias vao ser dias de sol.
5.4. Exercicios.

Exercicio 24. Seja (Y,,)n>0 uma cadeia de Markov com estados {0, 1}
e matriz de transi¢ao

Pz( 0 1), a > 0.
l—a «

Considere um processo de Poisson N(t) com parametro A > 0. Mostre
que

X(t) = Yne
¢ um processo de nascimento e morte com dois estados {0, 1}. Deter-
mine os parametros do processo A\g e p1 em funcao de a e A.

Exercicio 25. Considere um processo X (t) de nascimento (sem morte)
com parametros \g = 1, \; = 3 e Ay = 2. Supondo que X (0) = 0,
determine P(X(¢) = j) para j = 0,1,2.

Exercicio 26. Considere um processo de nascimento e morte com
pardmetros A\, = XA e u, = pun para n = 0,1,2,.... Verifique que
as probabilidades

Ap)ie= P 1 — e H
Pore™? " onge p= 1=
7'

satisfazem as equagoes progressivas de Kolmogorov (i = 0).

po;(t) =
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Exercicio 27. Um camiao viaja entre Lisboa, Castelo Branco e Porto
com a seguinte matriz de intensidades (nimero de viagens por més)

—4 2 2
Q=3 -4 1
5 0 -5

Determine:

(1) A fraccao de tempo (a longo prazo) que o camiao permanece
em cada cidade.

(2) O namero médio de viagens por ano de Castelo Branco para
Lisboa.

Exercicio 28. Seja X () um processo de nascimento e morte com
estados {0,1,..., N} e parametros A, = a(N —n) e u, = fn onde
a, 3 > 0. Determine a distribuicao estacionéria.
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