Teoria da Probabilidade e Processos

Estocasticos
Mestrado em Matematica Financeira

15 de Janeiro 2013

Epoca Normal - 2 horas
Resolva os seguintes exercicios, justificando cuidadosamente as suas re-
spostas.
1. (1 valor) Seja Q = {i,s,e,9} e C = {{i,s,e},{s,e}}. Determine o(C).
2. (6 valores) Seja X uma variavel aleatéria com funcéo de distribuigao
x <0

0<r<2?2
T > 2

F(x) =

—og O

e seja Y = X2, Calcule:

(a) PG <X <3).

(b) P(X <2Y).

(¢) a funcdo de distribuicio de Z = v/ X.

3. (3 valores) Seja ([0, 1[, B([0, 1]), P) o espago de probabilidade onde P é
a medida de Lebesgue restrita ao intervalo [0,1[ e X,Y : [0,1[— R as
variaveis aleatorias,

w
w

e L

<
<

IA A

Xw)=2w? e Y(w)= {2w—1

2w 0
1
2

Determine E(X|Y).



4. (4 valores) Seja S, = X1+ Xo+...+ X, o passeio aleatério onde X, €
{—1,1} é uma sucessao de variaveis aleatorias IID tais que P(X, =
1)=P(X,=-1) = %, n=1,2,.... Supondo que k € N:

(a) Mostre que Z,, = (—1)" cos(n(S, + k)) é uma martingala relativa-
mente a filtracao o (X, ..., X,).

(b) Calcule E((—1)7) onde 7 é o tempo de paragem
T=min{n >1:[S,| =k} .

5. (4 valores) Seja W = {W; : t > 0} um processo de Wiener. Mostre que

(a) W éestacionario em média, mas nao tem covariancias estacionarias.

(b) Dados 0 < s <t e A Boreliano de R entao,

PW, € AW, =w) = / Pr—s(z —w)dx,
A

—

onde py(r) = \/2;?67

6. (2 valores) Sejam (€2, F, P) um espago de probabilidade, (F,,),>; uma
filtracao e 7 um tempo de paragem relativamente a JF, tal que para
algum £ € N e algum € > 0,

Pir<n+k|F,) >e, ¥Yn=123,...

Mostre que 7 < oo P-q.c.



Teoria da Probabilidade e Processos

Estocasticos
Mestrado em Matematica Financeira

31 de Janeiro 2013

Epoca Recurso - 2 horas

Resolva os seguintes exercicios, justificando cuidadosamente as suas res-
postas.

1. (1 valor) Seja (£, F, P) um espago de probabilidade e A, Ay, As, ...
acontecimentos de F tais que P(A,) = 1 para todo n = 1,2,3,....
Mostre que P (), 4,) = 1.

2. (6 valores) Seja (X, X3) um vector aleatério bidimensional com a
seguinte funcao de distribuicao

F(zy,29) = (1 —e ™) (1 —e ™), xy,29 > 0.
Determine:

(a) P(1<X;<2,1<Xy<3)
(b) A funcédo de densidade de probabilidade conjunta f(z1,x2).
(c) Cov(Xy, X?)

3. (3 valores) Seja ([0, 1[, B([0, 1]), P) o espago de probabilidade onde P é
a medida de Lebesgue restrita ao intervalo [0,1[ e X,Y : [0,1[— R as
variaveis aleatorias,

Determine E(X|Y).



4. (4 valores) Seja (€2, F, P) um espago de probabilidade. Uma variavel
aleatoria € : Q — {0,1,2,...} tem uma distribuigdo de Poisson com
valor esperado p > 0 se

1k
P =k)= Fe*“, k=0,1,2,...

Seja Xg=0e
X=X, 1+& -1, n=1,2...

onde (&,)n>1 ¢ uma sucessao de variaveis aleatorias IID que seguem
uma distribui¢cao de Poisson com valor esperado p > 0.

(a) Determine os valores de p para os quais a sucessao (X, )p>1 €
uma martingala, submartingala ou supermartingala relativamente
a filtragao canodnica F,, = o(&1,...,&,).

(b) Suponha que p > 1. Mostre que:
i. Existe um tmico p €]0,1] tal que E(p*) = p.

ii. A sucessao pX" é uma martingala relativamente a F,, e con-
verge P-q.c.

5. (4 valores) Seja W = {W}; : t > 0} um processo de Wiener. Mostre que

(a) E(e™) = e"/? para todo t > 0.

(b) se ¢ > 0 entao
{WCQt : t Z O}
c

¢ também um processo de Wiener.

6. (2 valores) Sejam X, Xy, ... variaveis aleatorias IID tais que X, €
{=1,1} para todo n =1,2,.... Considere o tempo de paragem

T=min{n >1: X;+ -+ X, =1}.

Determine E(7).



Universidade de Lisboa — ISEG

Departamento de Matemaética

Mestrado em Matemética Financeira
1° Semestre 2013/2014

Teoria da Probabilidade e Processos Estocasticos
EXAME EPOCA NORMAL
16 de Janeiro de 2014
Duragao do exame: 2 horas
Resolva os seguintes exercicios, justificando cuidadosamente
as suas respostas.

1. (2 valores) Seja Q = {i,s,e,g} e C = {{i,s,e},{s,e}}. Determine
a(C).

2. (6 valores) Seja (X, Y') um vector aleatorio bidimensional com a seguinte

funcao de distribuicao

e /Pl —eY), z,y>0
0, caso contrario

F(x’y) :{

Determine:
(a) P1<X<2,1<Y <3)
(b) A fungao de densidade de probabilidade conjunta de (X,Y).
(c) Cov(X,Y)



3. (4 valores) Seja (X, Y) um vector aleatorio bidimensional com a seguinte
funcao de densidade conjunta,

Ne M 0<zr<y<oo
flz,y) = L
0, caso contrario

onde A > 0. Determine:

(a) A funcao de densidade condicional de Y dado X, fyx
(b) A esperanga condicional E(Y|X = z)

4. (4 valores) Sejam Xy, Xy, ... variaveis aleatorias IID tais que X,, = +1
com probabilidade P(X,, = 1) = pe P(X,, = —1) = g onde p # g.
Considere o passeio aleatoério,

S,=X1+Xo+ ...+ X,,
e o tempo de paragem

T=min{n >1:5, € {—a,b}},

onde a,b > 0.
(a) Mostre que a sucessdo Z, = (¢/p)°", n = 1,2,... é uma martin-
gala relativamente a filtracao o(Xy, ..., X,,).

(b) Calcule a probabilidade P(S, = b).
5. (4 valores) Seja W = {W; : t > 0} um processo de Wiener. Mostre que

(a) W éestacionario em média, mas nao tem covariancias estacionarias.
(b) Dados 0 < s <t e A Boreliano de R entao,

PW, € AlWy =w) = / prs(z —w)dz,
A

_z2

onde p(z) = ﬁeT.



Universidade de Lisboa — ISEG

Departamento de Matematica

Mestrado em Matemética Financeira
1° Semestre 2013/2014

Teoria da Probabilidade e Processos Estocasticos
EXAME EPOCA RECURSO
31 de Janeiro de 2014
Duragao do exame: 2 horas
Resolva os seguintes exercicios, justificando cuidadosamente
as suas respostas.

1. (2 valores) Seja (€2, F, P) um espago de probabilidade e Ay, Ay, Ag, ...
uma sucessao de acontecimentos tais que P(A,) = 1 paran =1,2,3,.. ..

Mostre que
P (ﬂ An> —=1.
n=1

2. (6 valores) Seja (X, Y') um vector aleatorio bidimensional com a seguinte
funcao de densidade conjunta

rye 2@ gy >0

f(x,y)z{

0, caso contrario

Determine:
(a) P(X>Y)
(b) A funcao de distribuigao conjunta de (X,Y).
(c) Cov(X,Y)



3. (4 valores) Seja (X,Y) um vector aleatorio bidimensional com a seguinte
funcao de densidade conjunta,

—z(y+1) > ()
xe , Ty >
flzy) = .
0, caso contrario

Determine:

(a) A funcao de densidade condicional de Y dado X, fyx
(b) A esperanga condicional F(Y|X = x)

4. (4 valores) Seja S, = X1+ Xo+...4+ X, o passeio aleatorio onde X, €
{—1,1} é uma sucessao de variaveis aleatorias IID tais que P(X,, =
1)=PX,=-1)= %, n=1,2,.... Supondo que k € N:

)
(a) Mostre que Z,, = (—1)" cos(n(S, + k)) é uma martingala relativa-
mente a filtracao o(Xy,...,X,).

(b) Calcule E((—1)7) onde T ¢ o tempo de paragem
T=min{n >1:[S,| =k} .
5. (4 valores) Seja W = {W, : t > 0} um processo de Wiener. Mostre que
(a) E(e"t) =e/?

(b) Dados 0 < s <t e A Boreliano de R entao,

P(W, e AW, =w) = / Pr—s(z —w)dz,
A



Universidade de Lisboa — ISEG

Departamento de Matemaética

Mestrado em Matemética Financeira
1° Semestre 2014/2015

Teoria da Probabilidade e Processos Estocasticos
EXAME EPOCA NORMAL
15 de Janeiro de 2015
Duragao do exame: 2 horas
Resolva os seguintes exercicios, justificando cuidadosamente as suas

respostas. Entregue a resolucao de cada parte em folhas separadas.

PARTE 1

1. Seja Q@ ={0,1,2} e C = {{0}}. Determine:
(a) o(C). (1 valor)
(b) Todas as o-algebras que contém a colecgao C. (1 valor)

2. Seja (X, F) um espago mensuravel e f: X — [0, 0o] uma fun¢do men-
suravel. Mostre que

fa(z) =

f(x) , caso contrério.

{a , se f(x) >a

¢ uma funcdo mensuravel para todo a > 0. (2 valores)

3. Indique para que valores de a € R é a fungao f(x) = z® integravel em
E relativamente & medida de Lebesgue quando:

(a) £ =(0,1). (1 valor)
(b) E = (1,4+00). (1 valor)



PARTE II

Numa fabrica produz-se sumo de fruta. A venda diaria (em milhares de
litros) é representada por uma v.a. continua X com func¢ao densidade

az, l<z <3
flz)=12 a6 —x), 3<z<4
0, c.c.

1. Calcule a. (1 valor)

2. Nos dias em que as vendas sao superiores a 2 mil litros, qual a proba-
bilidade de se venderem entre 2 e 3.5 mil litros? (1 valor)

3. Com o prego por litro fixado em 0.50 euros, determine a fungao de dis-
tribuicao da receita diaria supondo que a fabrica tem uma capacidade
de produgao ilimitada. (2 valores)

4. A fabrica também vende polpa de fruta para a industria alimentar.
A venda diaria deste produto (em toneladas) é uma v.a. continua Y,
conhecendo-se a funcao densidade conjunta

2y f(x), 0<y<l

foen)(z.y) = {%(2 —y) f(x), 1<y<2.

Indique o valor esperado de venda de sumo (em milhares de litros) para
uma venda diaria de 0.5 toneladas de polpa. (2 valores)



PARTE III

1. Seja S, = X1+ Xo+ ...+ X,, o passeio aleatorio onde X,, € {—1,1} ¢
uma sucessao de variaveis aleatorias I1ID tais que P(X,, = 1) = P(X,, =
-1)= %, n=1,2,.... Supondo que k € N:

(a) Mostre que Z,, = (—1)" cos(n(S, + k)) é uma martingala relativa-
mente & filtragdo canonica (X1, ..., X,). (2 valores)

(b) O que pode dizer acerca da convergéncia da martingala 7,7 (1
valor)

(c) Mostre que
T=min{n >1:|[S,| =k},
é um tempo de paragem relativamente a filtragdo canoénica. De-
termine E(7). (2 valor)
(d) Calcule E((—1)7) onde 7 é o tempo de paragem da alinea anterior.
(1 valor)

2. Seja (X,,)n>1 uma martingala relativamente a filtragdo canonica F,, =
o(X1,...,X,). Mostre que se (1,,),>2 uma sucessao de variaveis aleatorias
tal que n, ¢ F,,_1-mensuravel, entdo a sucessao (Z,),>2 definida,

Zn:ZT]k(Xk_kal)a n:1,2,...

k=1

¢ uma martingala relativamente a F,,. (2 valores)



Universidade de Lisboa — ISEG

Departamento de Matemaética

Mestrado em Matemética Financeira
1° Semestre 2014/2015

Teoria da Probabilidade e Processos Estocasticos
EXAME EPOCA RECURSO
29 de Janeiro de 2015
Duragao do exame: 2 horas
Resolva os seguintes exercicios, justificando cuidadosamente as suas

respostas. Entregue a resolucao de cada parte em folhas separadas.

PARTE 1

1. Seja (X, F,p) um espago de medida e A e B dois conjuntos mensu-
raveis. Mostre que (AU B) + u(AN B) = u(A) + u(B). (2 valores)

2. Seja (X, F) um espago mensuravel e f,g : X — [0,00] duas fungoes
mensuraveis. Mostre que a funcao

h(z) = {f(x) , se f(z) > g(x)

0 , caso contrario.

¢ uma funcdo mensuravel. (2 valores)

3. Considere a seguinte fungao de distribuicao

0 ,ser < —1
1+2 ,se —1<2<0
2+22 [se0<z<?2
9 , sex > 2

F(z) =

e seja 1 a medida de Lebesgue-Stieltjes associada a F'. Determine:

(a) u([—1/2,3[). (1 valor)
(b) u(] — 1,0]U]1,2[). (1 valor)



PARTE II

Numa fabrica produz-se carros. A probabilidade de um carro ter um
defeito ¢ de 1%. Os carros sao verificados de forma independente a medida
que sao produzidos. Desta forma, a funcao de distribuicao da v.a. discreta
X que indica a ordem do primeiro carro defeituoso é

F(z)=1-099", ze€N.

1. Qual a probabilidade de se verificarem mais de 150 carros até se en-
contrar um defeituoso, sabendo que os primeiros 100 nao apresentam
defeitos? (2 valores)

2. Sabendo que custa 10 euros verificar cada carro, calcule quanto se gasta
em média até ser detectado um defeito. (Recorde que > . nc"™' =
(1 —¢)2 para |c| < 1.) (2 valores)

3. Considere uma segunda fabrica independente e com probabilidade de
um carro ser defeituoso de 5%. Determine a fungao de distribuicao
conjunta das v.a. que indicam a ordem do primeiro carro defeituoso de
cada fabrica. (2 valores)



PARTE III

1. Seja (X,,)n>1 uma sucessao de variaveis aleatorias IID tais que P(X,, =
1) = P(X,, = —1) = 1/2. Considere o passeio aleatorio S,, = X1 +---+
X,, e suponha que a evolugao do preco Z,, de um certo activo financeiro
¢ dada por

Zy =etntosn  n =12 ...

onde p € Reo > 0.
(a) Determine p dependendo de o tal que Z,, ¢ uma martingala, sub-

martingala ou supermartingala relativamente a filtragao canénica
Fn=0(X1,...,X,). (2 valores)

(b) Supondo que Z,, é uma martingala:

i. Calcule E(Z,). (1 valor)

ii. Mostre que Z,, converge P-q.c. e determine o seu limite. (2
valores)

2. Seja W = {W;: t > 0} um processo de Wiener e 0 < s < t.

(a) Determine a densidade de probabilidade condicionada de W; dado
Ws. (1 valor)

(b) Determine se um processo de Wiener tem covariancias estacionarias.
(2 valores)



University of Lisbon — ISEG

Departament of Mathematics

Probability Theory and Stochastic Processes

EXAM January 15, 2016
Time limit: 2 hours

FEach question: 2.5 points

(1) Consider a set 2, a function f: 2 —  and
F={ACQ: f1(4)= A}.

(a) Show that (€2, F) is a measurable space.

(b) Consider a measure p on (2, F) and A, B € F disjoint

sets. Find

/ XA © f d,u7
f=1(B)

where X4 is the indicator function for the set A.

(2) Compute

1
1

lim —etm gt

n—>+oo/0 \/)_f

(3) Given a sequence of i.i.d. random variables X, Xs...

uniform distribution on [0, 1], determine

lim /X;...X,

n——+oo

with probability 1.

with



(4) Let (£2,B,m) be a probability space, where Q = [0,1], B is
the Borel g-algebra of {2 and m is the Lebesgue measure on ).
Given the random variables X (w) = w and

2w, 0<w< 3

Y(w) = 1
2w—-1, ;<w<l,

compute E(X|Y).

(5) On the finite state space S = {1,2,...,a} consider a homoge-
neous Markov chain X, on S with probabilities

l

. . s
P(X1 :]|X0:Z):
j=i+1lor (i,j) = (a,1).

IR N

)

(a) Classify the states of the chain and determine their periods.
(b) If possible, find the stationary distributions and the mean

recurrence time of each state.

(6) Let (€2, F, P) be a probability space and F,, a filtration. Sup-
pose that (X,,F,) and (Y,,F,) are martingales and 7 is a
stopping time with respect to F,, and X = Y. Is

X, n<T

Zy =
Y,, n>T

a martingale with respect to F,,”



University of Lisbon — ISEG

Departament of Mathematics

Probability Theory and Stochastic Processes

EXAM February 1, 2016
Time limit: 2 hours

FEach question: 2.5 points

(1) Let (2, F, P) be a probability space.
(a) Let A, B € F. If P(A) = 1, find P(B) — P(BN A).
(b) Consider a random variable X that can only take two va-
lues a,b € R. Write o(X).
(c¢) Consider a function g: Q — R and o-algebras F; C Fy C

F such that g is Fo-mensurable. Is g also Fi-mensurable?

(2) Compute

n

lim sin(e™®)e " dx
n—+oo [

(3) Consider a homogeneous Markov chain with transition matrix

given by
0100
IR
00 01
0010

(a) Classify the states of the chain and determine their periods.
(b) If possible, find the stationary distributions and the mean
recurrence time of each state.



(4) Let (2, F, P) be a probability space and X, Xo,... a sequence

of iid random variables with distribution

1
P(X,=1)=3 and P(X,=-1)=z.
Consider the stopping time
7 =min{n € N: X,, =1}
with respect to the filtration o(X, ..., X,,).
(a) Decide if X4, is a martingale, where 7 A n = min{r, n}.
(b) Let S, =", 2'X;. Compute E(S;_1).



University of Lisbon — ISEG

Departament of Mathematics

Probability Theory and Stochastic Processes

EXAM January 18, 2017
Time limit: 2 hours

FEach question: 2.5 points

(1) Consider the probability space (R, P,d,), where 4, is the Dirac
measure on R at a = 2, and a random variable X (z) = /|x].
(a) Find the distribution and characteristic functions of X.
(b) Write an example of a random variable Y with the same
distribution of X.

(2) For each n € N consider a random variable X,, with distribution

function
0, <0
F.(z) = < nz, 0<x§%
1, x> %

Find the limit in distribution of X,, as n — —+o0.

(3) Consider a homogeneous Markov chain with transition matrix
given by

O rIm O wim
okl O O

O O Nl wl
O O Nl wl

(a) Classify the states of the chain.
(b) Determine the period of each state.
(c) If possible, find the stationary distributions and the mean

recurrence time of each state.
1



(4) Let (2, F, P) be a probability space and X, Xo,... a sequence

of iid random variables with distribution

1
P(X,=1)=7 and P(X,=-1)=z.
Consider the stopping time
7 =min{n € N: X,, =1}
with respect to the filtration o(X, ..., X,,).
(a) Decide if X4, is a martingale, where 7 A n = min{r, n}.
(b) Let S, = >, 2'X;. Compute E(S;_1).



University of Lisbon — ISEG

Departament of Mathematics

Probability Theory and Stochastic Processes

EXAM February 3, 2017
Time limit: 2 hours

Each question: 2.5 points

(1) Consider the probability space (R, B, m), where m is the Lebes-
gue measure on [0, 1], and the random variable X (x) = 2z.
(a) Find the distribution and characteristic functions of X.
(b) Write an example of a random variable Y with the same
distribution of X.

(2) Let 6, be the Dirac measure on R at a. Consider the sequences

_ 1=

, e N.
5 n

an
and
17’1,
n= — Oa, s € N.
m n; n

Show that pu, is a probability measure for each n € N and

compute

[ o d

where Xjgy is the indicator function at 0.

(3) Consider a homogeneous Markov chain with transition matrix

given by
33300
00010
P=10 00 0 1
012001
00140

(a) Classify the states of the chain.

(b) Determine the period of each state.
1



(c) If possible, find the stationary distributions and the mean

recurrence time of each state.

(4) Let (2, F, P) be a probability space and X7, Xs,... a sequence
of iid random variables with distribution

Consider the sum

(a) Determine if Y;, = 279" is a martingale with respect to the
filtration F,, = o(X1, ..., X,).
(b) Let 7 be the stopping time given by
7=min{n > 1: S, € {-1,2}}.

Compute the expected value of Y, the probability of Y, =
1/4 and the probability of S, = 2.



University of Lisbon — ISEG

Departament of Mathematics

Probability Theory and Stochastic Processes

EXAM January 17, 2018
Time limit: 2 hours

FEach question: 2.5 points

(1) Consider the probability space ([0, 1], B([0, 1]), P), where
P(A) = / 2edx, A€ B([0,1)),
A

and the random variable X (z) = 2 — 1.

(a) Find the distribution of X and its characteristic function.

(b) Write an example of a random variable Y with the same
distribution of X.

(2) Given a € R, consider the Dirac measure on R:

1, a€e A
0, ag¢A

0a(A) =

for any A C R, and p = 1(6; + 05)
(a) Show that p = (81 +d5) is a probability measure and that

/fdu— (/fd51+/fd62)

for any function f: R — R.
(b) Compute the expected value of X (z) = 1/2 with respect
to p.



(3) Consider a homogeneous Markov chain with states {1,2,3,4}

and transition matrix

0
0
0

W= O NI= =

0

O v O

0

wo = O O

(a) Classify the states of the chain and determine their periods.

(b) If possible, find the stationary distributions and the mean

recurrence time of each state.

(c) Compute

lim P(X, = 1|X, = 2).

n——+00

(4) Let X,, be a martingale with respect to the filtration F,, and 7 is

a stopping time. Determine (X, 4,), where 7 An = min{7,n}.



University of Lisbon — ISEG

Departament of Mathematics

Probability Theory and Stochastic Processes

EXAM February 2, 2018
Time limit: 2 hours

FEach question: 2.5 points

(1) (a) Let 2 be an infinite set and A the collection of all finite
subsets of Q. Is A a o-algebra?
(b) Let © be any set and A = {{z}: x € Q} . Determine the
o-algebra generated by A.

(2) Let (£, F, P) be a probability space and X, Y independent ran-
dom variables. Show that:
(a) BE(XY)=EX)E(Y).
(b) Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y).

(3) Consider a homogeneous Markov chain with states {1,2,3,4}

and transition matrix

1000
1 2
o3 300
1 1
2 030
000 1

(a) Classify the states of the chain and determine their periods.
(b) If possible, find the stationary distributions and the mean
recurrence time of each state.
(c) Compute
lim P(X, =1|X,=2).

n—-+o0o

(4) Let X,, be a martingale with respect to the filtration F,, and 7 is

a stopping time. Determine E(X,4,), where 7 An = min{7,n}.



