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Ficha de exercicios n° 6

Calculo Diferencial em r»

Exercicio 1 Calcule as fungoes derivadas parciais de 1* ordem para as sequintes
funcées, indicando o respectivo dominio:

a)
sen(@y) o w20

f(xvy):{ x

y2—y se x=0.

b)

2
-y se x#y
f(:c,y)—{ r se xr=y.

Exercicio 2 Considere a fungio f : Dy C R* — R definida por:

[l y) = % se (z,y) # (0,0)
0 se ($7y):(0,0).

Verifique que a funcdo tem derivadas parciais em todo o seu dominio mas
nao é continua na origem.

Exercicio 3 Considere a funcio f : R? — R definida por:

f(@,y) = 0 se zy=20

HY = Va2 +y? se xy #0.
of of

a) Calcule a—x(0,0) e a—y(0,0).

b) Prove que nao existe f;(0,0), qualquer que seja o vector v € R? tal que

V10V2 7£ 0.
¢) O que pode concluir sobre a diferenciabilidade de f no ponto (0,0)?

Exercicio 4 Considere a funcio f : R? — R definida por:
xy?
fay) =4 2+, (z,y) # (0,0)
0 se (,y) = (0,0).

a) Estude a continuidade de f em R?.
b) Mostre que f(tz,ty) = tf(z,y) para todo (x,y) € R? e todo t € R.



¢) Utilize a alinea anterior para provar que f,(0,0) = f(v) para todo v €

R2.
0 0
d) Utilize a alinea anterior para calcular —f(0,0) e —f(O, 0).

Ox oy

e) Estude a diferenciabilidade de f no ponto (0,0).
Exercicio 5 Considere a funcio f : R?> — R definida por:
22 4 y? — z3yB
_— 0,0
f(x,y): x2+y2 se (xay)#( ) )

1 se (x,y)=(0,0).
a) Estude a continuidade de f em R?.

b) Calcule o gradiente de f no ponto (1,1).
¢) Estude a diferenciabilidade de f no ponto (0,0).

Exercicio 6 Considere a funcio f : R? — R definida por:

(2% +y?) sen se (z,y) # (0,0)

1

flz,y) =
0 se (z,y)=(0,0).
of of
a) Calcule a—x(0,0) e a—y(0,0).
_of of . .
b) Determine a—(x,y) e 8—(m,y) e mostre que sdo descontinuas em (0,0).
€T Y

c¢) Verifiqgue que f é diferencidvel na origem.

Exercicio 7 Considere a funcio f : R> — R definida por:

z(z —y)
_—— 0
f(z,y) = sty ° Tty
0 se z+y=0.
of of
a) Calcule %(0,0) e 6—y(0,0),

0
b) Eriste a—i nos pontos da forma (a,—a) com a # 07

¢) Calcule a fungao derivada parcial g e estude a sua continuidade.
x
d) Calcule f(; _,)(2,3).
e) Estude a continuidade de f em R2.
f) Estude a diferenciabilidade de f em R2.
g) Calcule V f(1,0).
h) Calcule f(, 1,(0,0) e f(; 1)(1,0).
Exercicio 8 Seja h uma func¢ao diferencidvel em R e considere a funcao f

definida por f(x,y) = tg(x)h(z + cosy). Mostre que para todo o ponto (z,y) €
Dy, se tem
of

0
seny'gh (o) + 5 (@) = Fla) o

senx.cosx



Exercicio 9 Seja f € C?*(R) e considere a funcio g definida por g(w,y) =
f(%) Mostre que para todo o ponto (z,y) € Dy, se tem
g 9%g g

Exercicio 10 Seja f uma func¢do diferencidvel em R e considere a func¢do g
definida por g(x,y) = cos® z. f(y-+tgz). Prove que para todo o ponto (z,y) € Dy,
se tem

Loy
cos2 z Qy

dg B
(z,y) — %(x,y) = 2tgx.g(x,y).

d
Exercicio 11 Usando a regra da derivada da fungdo composta, calcule di:
sabendo que
w=uayf(z),z =1ty =¢e, z=Int?

e f é uma funcgao real de varidvel real diferencidvel.

Exercicio 12 Seja F' uma func¢do real de varidvel real diferencidvel e z = xy +
xF(g) Mostre que para todo o x # 0, se tem
x
0z 0z

:c%era—y:nyrz.

Exercicio 13 Sejam ¢, ¢ : R — R fungdes de classe C* e 2z = xd(x +y) +
y(x +1y). Mostre que
2 2 2
Pz _, 02 072 _
Ox? O0xdy = Oy?
Exercicio 14 Seja u : R? — R, uma funcdo de classe C' e v : R? — R?,
definida por v(p,0) = (pcos b, psend). Mostre que ¢ = uowv é tal que

a\> 1 (9¢\®  [(ou\?  [Ou\?
(ap> W(ae) —<a> +(0y> '

Exercicio 15 Considere as fungées, g : R® — R? definida por g(z,y,z) =
(e"’”2+92+22,1 —zy2?) e f : R? — R? uma funcdo cuja matriz jacobiana no
ponto (e3,2) ¢ dada por
-1 0
Rl

Determine a matriz jacobiana de f o g no ponto (1,—1,1).

Exercicio 16 Seja f : R — R uma fung¢do diferencidvel tal que f(1) = f'(1)
2 e f(2) = f(2) = 1. Considere g : R* — R? tal que g(z,y,2) = 2
[+ 42), f(y2).

a) Calcule a matriz jacobiana de g.

b) Sendo h : R? — R definida por h(z,y) = 37" Hve jyustifique que ho g é
diferencidvel no ponto (1,1,2) e calcule a matriz jacobiana de ho g nesse ponto.



Exercicio 17 Considere f : R?2 — R a funcdo definida por

25/342
e ={ @+p)? > (z,y) # (0,0)

0 se (z,y)=1(0,0).

e seja g : R — R? tal que g(t) = (t,t), para todo t € R. Considere ainda a
fungiao F' : R — R tal que F(t) = (fog) (t) = f(¢,¢).

a) Indique o valor de F(t) para cada t € R.

b) Calcule o valor de F'(0): i) utilizando a expressao de F(t) obtida na
alinea anterior; ii) através da regra da derivagdo da fungdo composta.

¢) O que pode concluir do facto de ter obtido diferentes resultados nas alineas

i) e ii)?

Exercicio 18 Determine os extremantes e correspondentes extremos das funcées
assim definidas:

a) f(x,y) = (a2 +y?) e
b) f(x,y) = 22 + 4oy — y? — 8z — 6y
C) f(a:,y,z) =Ty +T2
d) f(x,y) = seny
e) f(z,y) = 2* — 3zy® + 2y*

11
Exercicio 19 Awverigue se o ponto (71, 3 0) é extremante da fungao f(x,y,z) =
22 + 2xy? + y* + 22,

Exercicio 20 Determine, em funcdo de 3, os extremantes da funcdo f : R —
R tal que
f(z,y,2) ny—l—mz—xg _yz — .

Exercicio 21 Seja f : R? — R a funcdo definida por
fay) = ettt
Determine os pontos criticos de f e classifique-0s.

Exercicio 22 Considere f : R2 — R a funcdo definida por f(z,y) = (x — y)* —
4_ .4
x* — oyt
a) Prove que os pontos criticos de f sao (1,—1), (=1,1) e (0,0).
b) Indique, justificando, se os pontos (1,—1) e (—=1,1) sdo extremantes da
funcdo f e, caso sejam, determine os respectivos valores extremos.

¢) Prove que o ponto (0,0) ndo é extremante da fungao f.



