Probabilidades e Combinatéria

Revisfes e complementos aos topicos abordados no 12° ano

1. Experiéncia aleatdria é uma experiéncia com as seguintes caracteristicas:
— pode repetir-se tantas vezes quantas se queira, nas mesmas condicdes;
—sdo conhecidos os resultados possiveis;

—nao é possivel determinar o resultado de qualquer das repeticdes.

2. Espaco de resultados de uma experiéncia aleatoria € o conjunto dos resultados que podem ser
observados quando a experiéncia é efectuada. Representa-se habitualmente por Q ou S e pode ser
um conjunto finito, um conjunto infinito numeravel ou um conjunto infinito ndo numeravel.

3. Dada uma experiéncia aleatoria com espaco de resultados Q:

— déa-se 0 nome de acontecimento a todo o subconjunto de Q.

—diz-se que um acontecimento A se realiza quando o resultado observado na experiéncia € um dos
elementos de A.

— acontecimento certo € um acontecimento que se realiza qualquer que seja o resultado observado
na experiéncia. Representa-se por Q.

—acontecimento impossivel € um acontecimento que nunca se realiza. Representa-se por &.

—acontecimento elementar € um acontecimento que corresponde a um subconjunto singular de Q
(quando um acontecimento ndo e elementar diz-se um acontecimento composto).

— espaco dos acontecimentos é o conjunto de todos os subconjuntos de Q.

4. Acontecimento Unido dos acontecimentos A e B € o acontecimento que se realiza quando, pelo
menos, um dos dois acontecimentos se realiza. Representa-se por AUB.

5. Acontecimento Interseccdo dos acontecimentos A e B é o0 acontecimento que se realiza quando A
e B se realizam simultaneamente. Representa-se por ANB.

6. Os acontecimentos A e B dizem-se incompativeis quando AnB =, isto é, A e B ndo podem
realizar-se simultaneamente.

7. Acontecimento Diferenca entre os acontecimentos C e A é o acontecimento que se realiza quando
C serealiza, sem que A se realize também. Representa-se por C\A.

8. Acontecimento Complementar, ou Contrario, do acontecimento A é o0 acontecimento que se
realiza quando A nao se realiza. Representa-se por A.

9. Diz-se que a realizagdo de um acontecimento B implica a realizacdo de um acontecimento A
quando B ndo pode realizar-se sem que A se realize também. Escreve-se B A.

10. Algumas propriedades das operacGes com acontecimentos (usa-se a notacdo habitual):

Unido Interseccédo
Associatividade AU(BUC)=(AuUB)UC AN(BNC)=(ANB)nC
Comutatividade AUB=BUA ANB=BnA
Distributividade | A~(BuUC)=(ANB)U(ANC) | AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
Idempoténcia AUA=A ANnA=A
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Absorgao AcB=AuB=B AcB=AnB=A
Modulares AuQ=Q;: A=A ANQ=A; AND=J
Leis de De Morgan AUB=ANB A~B=AUB
Dupla negacéo

p|

=A
A\B=A\(AnB)=ANB

Abordagem frequencista de probabilidade:

Probabilidade de um acontecimento A é o valor para que tende a frequéncia relativa desse
acontecimento, quando se repete a experiéncia aleatoria um elevado niumero de vezes.
Representa-se por P(A).

Definicdo classica de probabilidade (Lei de Laplace):
Considere-se uma experiéncia aleatéria em que Q tem n elementos, sendo equiprovaveis 0s
correspondentes n acontecimentos elementares. Seja A um acontecimento composto por m desses

. x - . n° de casos favoraveis m
acontecimentos elementares. Entdo, a probabilidade de A é P(A) = — =,
n° de casos possiveis  n

Definicdo axiomatica de probabilidade:
Probabilidade € toda a aplicacdo P, com dominio igual ao espaco dos acontecimentos e conjunto
de chegada igual a R, que a cada acontecimento A faz corresponder um numero real, seja P(A), de

modo a satisfazer 0s axiomas seguintes:

Al: P(Q)=1.

A2: P(A) >0, VA €€espaco dos acontecimentos.

A3: AnB=g = P(AuB)=P(A)+P(B), A B & espago dos acontecimentos.
O numero P(A) é designado a probabilidade do acontecimento A.

E facil verificar que a abordagem frequencista e a definicdo cléssica de probabilidade respeitam
esta axiomética (axiomatica de Kolmogorov - caso finito).

Primeiros teoremas:

T1: Se & é o acontecimento impossivel, entdo P(J) =0.

T2: Se A é 0 acontecimento contrario do acontecimento A, ent&o P(Z\) =1-P(A).

T3: Se a realizacdo do acontecimento B implica a realizacdo do acontecimento A, entdo
P(B) <P(A).

T4: 0<P(A) <1, VA& espaco dos acontecimentos.

T5: P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB), VA, B € espa¢o dos acontecimentos.

Sejam A e B acontecimentos associados a mesma experiéncia aleatoria, e tais que P(B)>0.
Chama-se probabilidade condicionada de A, dado B (ou A, se B), ao valor do quociente
P(AnB)
P(B)
Tambem e facil verificar que a definicdo de probabilidade condicionada respeita a axiomatica.

. Representa-se por P(A|B).
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Da definicdo de probabilidade condicionada de A, dado B (ou A, se B), resulta que
P(AnB)=P(A|B)xP(B).

Diz-se que os acontecimentos A e B, associados a mesma experiéncia aleatoria, sdo independentes
se e sO se P(Am B) =P(A)xP(B). Se as probabilidades condicionadas estiverem definidas, isto

equivale ater-se P(A|B)=P(A) e P(B|A)=P(B).

A definicdo de independéncia pode generalizar-se a mais de dois acontecimentos.
Por exemplo, os acontecimentos A, B e C dizem-se mutuamente independentes se e s se

P(ANBNC)=P(A)xP(B)xP(C); P(ANB)=P(A)xP(B); P(ANC)=P(A)xP(C);
P(BNC)=P(B)xP(C).

Diz-se que os acontecimentos A, A,,..., A, constituem uma particédo de Q se e S0 se:
— A, A,.., A sdo mutuamente incompativeis, istoe, A NA =3; 1, j=12,..,n;i=j;

- AUA U..UA =Q.

Teorema da Probabilidade Total
Seja A, A,,..., A, uma particdo do espaco de resultados Q, de dada experiéncia aleatoria.

Se as probabilidades P(A)>0, i=12,...,n, entéo, para todo o acontecimento B (B ), tem-se

P(B) = P(B| Al)P(AL)+ P(B| AZ)P(A2)++ P(B|A1)P(A1)

Principio fundamental da contagem
Se um resultado é composto por uma “sequéncia” de k resultados, em que cada um deles pode
ocorrer, respectivamente, de n;,n,,...,n, maneiras diferentes, entdo o resultado dado pode ocorrer

de n xn, x...xn, maneiras diferentes.

Dado um conjunto com n objectos distintos:

— chama-se permutacdo dos n objectos a cada uma das diferentes formas de os dispor. O nimero
de permutacdes é P, =n!

— chama-se arranjo completo dos n objectos, tomados p a p, acada uma das diferentes formas
de dispor p objectos, escolhidos ao acaso, sucessivamente e com reposi¢do, do conjunto dos n
objectos ( p< n) . O nlmero de arranjos completos é " A;J =n’

— chama-se arranjo simples dos n objectos, tomados p a p, acada uma das diferentes formas de
dispor p objectos, retirados ao acaso, sucessivamente e sem reposi¢do, do conjunto dos n
n!

(n-p)!

— chama-se combinacdo dos n objectos, tomados p a p, a cada um dos diferentes subconjuntos
com p objectos, retirados ao acaso e sem reposi¢do, do conjunto dos n objectos (pén). @)

, . (n) "A n!
numero de combinagdes é ( J =—F = .
p p!  (n—p)!p!

objectos (p<n). O nimero de arranjos simples é "A =
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Dado um conjunto com n objectos nédo todos distintos, sendo n, do tipo 1, n, do tipo 2,...,n, do
tipo t, chama-se permutacdo dos n objectos a cada uma das diferentes formas de os dispor. Uma
vez que os objectos de um mesmo tipo sdo indistinguiveis, o numero dessas permutacdes é dado

. P n!
pelo quociente R
n!nL.n! n!n,l.n!

Outros resultados:

T6: P(A\B)=P(ANB)=P(A)-P(ANB).

T7: T5 pode generalizar-se. Por exemplo, com trés acontecimentos, vem
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)~P(ANB)~P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).

T8: P(ANBNC)=P(ANB)-P(ANBNC).

TO: P(AmEmE):P)(A)—P(AmB)—P(AmC)+P(AmBmc).

T10: P(AnBNC)=P(AUBUC)=1-P(AUBUC).

Os resultados vistos ainda se aplicam, com as necessarias adaptacfes, quando se trata de uma
probabilidade condicionada.

Demonstra-se também a chamada regra de multiplicacdo de probabilidades (generalizavel a mais de
trés acontecimentos):

T11: P(ANB)=P(A|B)xP(B).
T12: P(ANBAC)=P(A|BNC)xP(B|C)xP(C).

Teorema de Bayes
Seja A, A,,..., A, uma particdo de QO e seja B um acontecimento, tal que P(B) > 0. Entéo,

P(B|A)P(A) .
P B)= ,1=12,...,n..
AL (B TAIP(A) +P(BIA)P(A)+ s P(BIAP(A) | 0"
Demonstragéo:
Basta notar que:
1. P(A|B):% e P(AnB)=P(B|A)xP(A), pela definicdo de probabilidade

condicionada;

2. P(B)=P(B|A)P(A)+P(B|A)P(A)+..+P(B|A)P(A), pelo teorema da
probabilidade total.



27. Defini¢do axiomatica de probabilidade — caso infinito

Na definicdo axiomatica de probabilidade foi dito que ‘Probabilidade ¢ toda a aplicagdo P, com

dominio igual ao espaco dos acontecimentos...’ Por sua vez, o espago dos acontecimentos foi
definido como ‘o conjunto de todos os subconjuntos de Q.

Na realidade, o que se pretende é que o dominio da aplicagdo P seja uma classe A (de

subconjuntos de Q), que contenha todos o0s subconjuntos do espaco de resultados relevantes para a
experiéncia aleatdria, desde que seja possivel atribuir-lhes uma probabilidade. Na realidade,
convenciona-se gque so a estes subconjuntos se da a designacao de acontecimentos.

Por outras palavras, deve iverificar as propriedades de c-algebra, isto é:

- eAeQecA

— Se A eA,entdo A eA

- Se AA,. eA,entdo | JA eA

Quando o espaco dos resulta{dos € um conjunto finito, ou infinito numeravel, toma-se mesmo

A=2", a classe fundamental, ou conjunto de todos os subconjuntos de Q. Quando este é um

conjunto infinito ndo numeréavel, toma-se a classe dos Borelianos'. Em qualquer dos casos, fica
garantido que:

- QeA

- JeA

~ Se A,A,... € A,entdo UA eA
— Se AB € A,entdo A\B €A

~ Se A,A,... € A,entio ﬂA eA

No caso infinito, a axiomatica é reformulada, em particular o axioma A3, que da lugar a

A3*: A,A,.. € A e mutuamente exclusivos :P(UAJzZP(A)

Todos os resultados anteriores continuam validos e ainda se demonstram outros.

1 Um conjunto B eR diz-se um conjunto de Borel, ou Boreliano, quando pode ser obtido a partir das

operacdes N, U e passagem ao complementar, efectuadas sobre os conjuntos da classe 7 dos intervalos

de numeros reais do tipo (a,b],asb. Os conjuntos abertos, os conjuntos fechados e 0s conjuntos
numeraveis sdo Borelianos.
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Teorema:

T13: Sendo A, A,,... acontecimentos (A, A,,... € A), entdo P(UA]SZP(A).

Demonstragé&o:
P(QA} P(AU(AVA)U(ANAUA))U(ANAUAUA)UL..)

Uma vez que A, A\A, A\(AUA), A\(AUA UA),.. sdo claramente acontecimentos
mutuamente exclusivos, vem, por A3*,

F’[UA} P(A)+P(A\VA)+P(ANAUA))+P(ANAUA UA))+..

Notando que

P(A\A)<P(A), P(A\(AUA))<P(A), P(A\(AUAUA))<P(A),.., vem entio
P[UA)S Z P(A), como se pretendia.

Limite de uma sucessdo de acontecimentos:
Seja A, A,,..., A ... umasucessdo de acontecimentos.

Chama-se limite inferior da sucesséo, e representa-se por limA , ao lacontecimento
limA =(ANANAN)U(ANANANDUANANAN.)U..
Chama-se limite superior da sucessao, e representa-se por mAj,ao Jacontecimento
limA, =(AUA UA U )N (AUAUA U )N(AUAUAU.)N.

Quando limA, = Wﬂh, diz-se que a sucessdo tem limite, que se representa por lim A,. Diz-se entéo
que lim A, é o limite da sucesséo, ou acontecimento limite.

E facil verificar que, sendo A, A,,..., A ,... uma sucessdo mondtona crescente de acontecimentos,
isto é, tal que A cA c..c A .., setem limA =limA =limA = JA. Do mesmo modo, se
i

A A,. . A,. €& uma sucessio monodtona decrescente de acontecimentos, vem

limA, =1limA, =limA = A.

Teorema:
T14: Seja A, A,,...,A,.... uma sucessdo de acontecimentos e seja P(A),P(A,),...P(A).. a

sucesséo das respectivas probabilidades. Se lim A, existe, entdo também existe limP(A,) e tem-se

limP(A,)=P(limA).



