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CONTEUDO 1

Esta lista de exercicios (e solugoes) foi elaborada para a unidade curricu-
lar de "Caélculo Estocéastico"do Mestrado em Matemética Financeira, ISEG,
Universidade Técnica de Lisboa, no ano lectivo de 2011/2012.



Capitulo 1

Exercicios - Parte 1

Exercicio 1.1 Mostrar que se um processo X é Gaussiano e fortemente
estaciondrio entao pux (t) = pux (0), Vi € T e cx (s,t) = f(|s—t]) é so
fungao da distdncia |s — t|.

Exercicio 1.2 Mostre que se X é um processo de Poisson entao X; — X ~
Poi(A(t —s)) set > s.

Exercicio 1.3 Prove que se X e a o-dlgebra B sdo independentes entao
E(X|B) = E(X)

Solugao: Se X e 1, sao independentes entao se A € B, temos que
E[X14] = B[X) E[14] = E[E[X]14
e, por defini¢do de esperanca condicionada, E(X|B) = F (X).
Exercicio 1.4 Prove que se 'Y é B-mensurdvel entdo
E(YX|B) =YE(X|B).

Solugao: Se Y = 14 e A, B € B, temos, por definicao de esperanca
condicionada,

E14E(X|B)1s] = E [14npE(X|B)]
— B[X1anp] = E[1514X].

Logo, 14E(X|B) = E[14X|B]. Da mesma forma, obtemos o resultado se
Y = Zgnzl a;1,, (funcdo em escada B-mensurdvel). O resultado no caso
geral prova-se aproximando Y por uma sucessao de funcoes em escada B-
mensuraveis.
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Exercicio 1.5 Dada a varidvel aleatoria X € L? (2, F, P), mostre que E(X|B)

¢ a projecgio ortogonal de X no subespaco L? (2, B, P) e que

E{X - EXIB)] = min E[X-Y)]

Solugao: (1) E(X|B) € L?(Q,B, P), pois é B-mensurdvel e pela de-
sigualdade de Jensen, temos que

E[|E(XIB)P] < B(X) < o.

Exemplo 1.6 (2) Se Z € L*(Q, B, P) temos, pelas propriedades 2 e 5 da
esperanca condicional,

E((X - E(X|B)) Z) = E[XZ] - E[E(X|B)Z]
= E[XZ] - E|B(XZ|B)]
=0

e portanto (X — E(X|B)) ¢é ortogonal a L* (2, B, P).
(8) Como

E[(X-Y)’] =E[(X — E(X|B))’] + E[(E(X|B) - Y)*]
temos que E [(X — Y)z] > E[(X - E(X|B))2] e portanto

E[(X-EXB)’ = min E[X-Y)].

YEL2(Q,B,P)

Exercicio 1.7 Prove as propriedades 1,2, 4 e 6 da esperanca condicional
(ver texto de apoio tedrico)

Exercicio 1.8 Prove que se o processo M = {M,;n > 0} é uma martingala,
entao

E[M,)=E[M)], V¥n>1.

Exercicio 1.9 Seja M = {M,;n > 0} uma {F,}-martingala. Prove que se
m > n entao E [M,,|F,] = M,.

Exercicio 1.10 Prove que se B = {By;t > 0} é um movimento Browniano
entao, para qualquer a > 0, o processo {a‘l/zBat;t > O} th. é um mov.
Browniano.



CAPITULO 1. EXERCICIOS - PARTE 1 4

Exercicio 1.11 Prove que se u e v sao processos simples, entao

T T T
/ (G/Uqf + bvt) dBt = a/ UtdBt + b/ 'UtdBt. (11)
0 0 0

T
E {/ utdBt} = 0. (1.2)
0
Exercicio 1.12 Prove que

b c c
/ usd B, +/ usd By —/ usdB;.
a b a

Exercicio 1.13 Prove diretamente, usando a definicao de integral estocds-

tico, que
t t
/ sdB, = tB, —/ B.ds. (1.3)
0 0
Sugestao: Note que

ZA(Sij) = ZSjABj +ZBj+1ASj' (14)
J J J

Exercicio 1.14 Considere uma funcao deterministica g tal que fOT g (5)2 ds <

00. Mostre que o integral estocdstico [, g(s)dB, é uma varidvel aleatoria
Gaussiana e determine a sua média e a sua varidncia.

Exercicio 1.15 Seja B; := (B}, B?) um movimento Browniano bidimen-
sional. Represente o processo

Yi= (Bt (BY)' - B!BY)
como um processo de Ito.

Solugao: Pela férmula de Itd6 multidimensional, com f (¢, x) = f(t,z1,25) =
(w1t, 23 — 215) , temos

dy,! = B}dt + tdB},
dY? = —BidB} + (2B} — B}) dB} + dt,

t t
Ytlz/ B;ds+/ sdB},
0 0

t t
v = —/ deleJr/ (2B2 — Bl) dB? +t.
0 0

ou seja,
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Exercicio 1.16 Considere o sequinte sistema de equagoes diferenciais es-
tocasticas:

dX(t) = 4e* dt +tdW (t) com X (0) = 10.

dZ(t) = (£ + 3sint) dt + 4tdW(t), com Z(0) = 5.

a) Escreva a equagdo dada na forma integral.
b) Deduza a respectiva solug¢ao.

Exercicio 1.17 O modelo Cox-Ingersoll-Ross (CIR) para o processo de taza
de juro R(t) é

dR(t) = (o — BR(t))dt + o/ R (t) dW (t),

onde o, 3 e o sdao constantes positivas. A equacao CIR nao tem solugao
fechada. Contudo, podem determinar-se o valor médio e a varidncia de R (t) .
a) Calcule o valor médio de R(t). (Sugestio: Seja X (t) = e’ R(t). Use a
funcdo f(t,x) = ez, aplique a férmula de It6 na forma diferencial, integre
e aplique o operador esperanga,).
b) Calcule a varidancia de R(t). (Sugestao: Calcule d (X?*(t)) aplicando a
formula de Ité6 na forma diferencial, integre e aplique o operador esperanga,).
¢) Calcule tE+mOOVaT (R(t)).

Exercicio 1.18 Prove que no esquema de Millstein, temos
ti t;
[ ras= [ oo+
ti—1 ti—1
S 1 S
+/ (ba’ + 50"02) (X,)dr +/ (o0") (X;) dB,q} dB;.
ti—1 ti—1

Exercicio 1.19 Calcule as probabilidades de transi¢cao do processo de Ornstein-
Uhlenbeck com reversao para a média.

Solugao: A EDE ¢é
dXt = aQa (m — Xt) dt + O'dBt

A solugao em [s, +00), com condicdo inicial X = x, é

t

X" =m+ (x—m)e ) 4 Ue“t/ e’ dB,.

S
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~ t , . ;1
Entao, como { fs e"dB,,t > 5} é um processo Gaussiano com média e var-

iancia (ver exemplo em aula anterior), temos que
E X" =m+ (x —m)e =9,

2
Var [X;7] = — (1 — e 20079)) .

" 2a

A probabilidade de transicao é
P (-,t,x,s) = Distribuicao de X;"”.

Exercicio 1.20 Deduza a formula de Black-Scholes para uma opcao de venda
europeia (ou opgao "put"com payoff ® (Sr) = max (K — Sz,0)).

Exercicio 1.21 Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade onde estd definido
um movimento Browniano By, t > 0, com uma filtra¢io F(t), t > 0.

a) Prove que o movimento Browniano é uma martingala.

b) Prove que a variagdo quadrdtica do movimento Browniano no intervalo
0,7] ¢T.

¢) Prove que fOT B;dB, = %B%— %T (sendo considerado o integral de It6).

d) Comente a alinea anterior relacionando-a com afirmacao paralela no
cdlculo classico.

e) Prove que f(f s2dB, = t*B; — 2 f(f sB,ds. (Sug: Considere Y; = t*B; e
use o Lema de Ito.

h) Calcule P [Byg > 1.8].

Exercicio 1.22 Considere o movimento Browniano By, t > 0, com a fil-
tragao F(t), t > 0, associada, e sejam «(t) e o(t) processos adaptados.
Considere o processo de Ito

X(t) = /O o(s) dB. + /0 t (a (s) - %JQ (s>> ds.

a) Escreva X (t) na forma diferencial.
b) Calcule dX (t)dX (t).
¢) Determine a dindmica do processo (asset pricing) dado por

S(t) = S(0)eX®.

d) Mostre que se o = 0 entdo S(t) é uma martingala.
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Exercicio 1.23 Seja B;, t > 0, um movimento Browniano e considere o
modelo de Vasicek para o processo de taxa de juro r(t)

dr(t) = c(p—r(t))dt + o dB;,

onde ¢, |1 e o sao constantes positivas.

a) Escreva o processo r(t) na forma integral.

b) Determine r(t) resolvendo a EDE dada (Sugestio: considere f(t,z) =
ez e aplique a formula de It6).

¢) Calcule o valor médio e a varidncia de r(t).

Exercicio 1.24 Sejam B;, t > 0, um movimento Browniano e ¢ e o con-
stantes positivas. Considere as sequintes equagoes diferenciais estocdsticas:

dX(t) = c X(t)dt + o X (t) dB,.
dY (t) = cY (t) dt + o dB,.

a) Escreva as equagdes dadas na forma integral.
b) Deduza as respectivas solugoes.

Exercicio 1.25 O modelo Cox-Ingersoll-Ross (CIR) para o processo de taza
de juro R(t) é

dR(t) = (o — BR(t))dt + o+/ R (t) dBx,

onde o, 3 e o sdo constantes positivas. A equacao CIR nao tem solugao
fechada. Contudo, podemos determinar-se o valor médio e a varidncia de
R(t).

a) Calcule o valor médio de R(t). (Sugestio: Seja X(t) = e’'R(t). Use a
fungdo f(t,z) = ez, aplique a férmula de Ité6 na forma diferencial, integre
e aplique o operador esperanga).

b) Calcule a varidncia de R(t). (Sugestao: Calcule d (X?*(t)) aplicando a
formula de Ité na forma diferencial, integre e aplique o operador esperanga,).

¢) Calcule tlir+n Var (R(t)).

Consideremos o modelo de Black-Scholes constituido por um activo com
risco Sy e um activo sem risco (exemplo conta bancdria) B;. Os activos S; e
B; tém dindmicas dadas, respectivamente, pelas EDE’s

dS; = puSydt +0S;dW, e dB;=rB;dt, com By = 1.

Seja ® = (ay,b;) uma carteira autofinanciada, cujo valor Vi é dado por V, =
a;Sy + by By, com dindmica

d‘/t = atdSt + btdBt,
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e que permite replicar a op¢do europeia de compra C(S;,t), isto é, V; =
C(St,t). Mostre que:
a) usando a férmula de Ito,

oC oC 10*C oC
dC(St,t> = (E(St, t) + %(St,t)Stu + §W(St,t)a25t2> dtﬁ—%(St,t)O'Stth.

b) sendo a carteira auto-financiada e permitindo replicar C(Sy,t), obtém-

se
dC(St, t) = (thBt + (ltSt/,L)dt + atStO'th.

_5,9¢
¢) tomando a; = %(S;,t) e b = G555 500 - entiio C(Sy,t) é

By
solugcao da EDP de Black-Scholes

oC oC 10°C
E(St,t) + %(St, t)StT’ + 5@(315,15)0'253 = T’C(St, t)



Capitulo 2

Problemas de exame - A

Exercicio 2.1 Considere um movimento Browniano B = {By,t € [0,T]}.
Mostre que o processoY definido porY; = exp (t/2) sin (B;) é uma martingala
relativamente a filtracao gerada pelo movimento Browniano.

Exercicio 2.2 Seja B = {By,t € [0,T]} um movimento Browniano.
(a) Determine explicitamente o processo u = {u,t € [0,T]} tal que

T
B3 = / uydB,.
0

(Sugestao: wvai necessitar de calcular fUT Bydt. Pode usar a férmula de Ito

para mostrar que fOT Bydt = fOT(T —t)dBy)
(b) Considere um processo estocdstico X que satisfaz a EDE

t t
thl—l—u/ Xsds—i—a/ X.dBg,
0 0

onde i e o sao constantes. Considere ainda o processo Y definido por Y, =
Xtﬁ , com 3 > 2. Determine a equagao diferencial estocdstica satisfeita pelo
processo Y .

Exercicio 2.3 Sejam a e b constantes positivas e considere a EDFE

t
dt+dB;, 0<t<T
T _ ¢ + ts St < )

Yy =a.

dY, =

(a) Verifique que

t t t dB,
Yt:a(l—T)er—Jr(T—t)/ 0<t<T
0

T T—5s’

9
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¢ solucao da EDFE.
(b) Determine o valor esperado e a varidncia de Yy com 0 <t <T.

Exercicio 2.4 Considere a EDE
dXt = f (t, Xt) dt + C (t) XtdBt7
Xo=1.

(a) Quais as condig¢des que a funcao f deve satisfazer para garantir a
existéncia e unicidade de solucao para a EDE? Justifique e dé um exemplo
de uma funcao f dependente de t e de x que satisfaca essas condigoes.

(b) Supondo que f(t,x) = tx e que c(t) = e ", determine explicitamente o
processo X que satisfaz a EDE. (Sugestao: pode considerar o factor integrante
F, = exp (fotc(s) dB, — %fot [ (s)]2d5> e supor que X; = F\Y;, onde Y,
satisfaz a EDO 2t = 1Y, ),

Exercicio 2.5 Considere o modelo de Black-Scholes constituido por um ac-

tivo com risco Sy e um activo sem risco (exemplo conta bancdria) B;. Os
activos Sy e By tém dindmicas dadas, respectivamente, pelas EDE’s

dS; = puSydt+o0 S, dW, e dB;=r B;dt, com By =1,
onde W é um movimento Browniano. Considere um direito contingente
(derivado) da forma x = ® (St) = In (S7).
(a) Determine as equagdes diferenciais estocdsticas satisfeitas pelos proces-
s0s Sy e Yy :=1n(S;), sob a medida Q (medida de martingala).
(b) Determine o prego (na auséncia de arbitragem) do direito contingente

X = d (ST) =In (ST)

Exercicio 2.6 Seja F' uma solucao limitada e de classe CY? da EDP
oF 10°F x?
— (¢ = ——=(1 —F(t
at (7x) 28$2<7x)+ 2 (7x>7
F(0,2) = ¢ (z),

onde ¢ é uma fungao limitada. Prove que a solu¢ao pode ser representada

por
1 t

F(t,z) = Eop, {gp (By) exp (5/ des)] ,
0

onde B = {B;,t € [0,T]} é um movimento Browniano com valor inicial em
x (i.e., By =x).

(Nota: Se nao conseguir provar este resultado, pode usar uma férmula de
Feynman-Kac adequada a este problema para obter a representacao estocds-
tica para a solu¢do).



Capitulo 3

Solucoes A

1. i) Para cada t fixo, o processo Y; é F;-mensuravel pois é uma fungao de t
e de By, e B; é F;-mensuravel.Logo Y; é adaptado.
T
i) E[|Y)]] < e2E [|sin (B,)]] < e? < o0

iii) Seja Y; = f(t, B;) com f(t,z) = e?sin(z). Esta funcdo ¢ de classe
C'2. Entao, pela férmula de Ito, temos:

1 : t 1 :
d)/; = 565 sin (Bt) dt + e2 cos (Bt) dBt - 565 sin (Bt) dt
= €7 cos (By) dB;.

Logo, como Y, = 0, temos
t S
Y, :/ e2 cos (Bs) dBs.
0

Como €2 cos (B;) € L2 1 pois o processo Y; ¢ adaptado e E [fOT (e2 cos (Bs))2 ds] <
E [ fOT e® cos? (B,) ds} < Tel < oo, o integral estocdstico indefinido Y; =

fot ez cos (B,) dB,.¢ uma martingala (propriedade essencial do integral es-
tocastico indefefinido).

2. (a). Seja Y, = f(B,) = B>. E claro que f(z) = 2°. Aplicando a
férmula de It6 (note-se que f é claramente de classe C?), temos

dY; = BdeBt + 3B.dt.
Portanto

T T
YT:B§=3/ deBt+3/ Bydt.
0 0

11
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Aplicando a férmula de It6 a Z; = t By, ou seja, Z; = g(t, B;) com g(t, z) = tz,
temos:

dZt = Btdt + tdBt,
t t

Zy — Zy :/ Bsds—i—/ sdB,
0 0

T T
ZT = TBT = / Bst + / Sst
0 0

T T
/ Byds =TBp — / sd B
0 0

T T
B} = 3/ B2dB; + 3T Br — 3/ tdB;
0 0

T T T
= / 3B2dB; + / 3TdBt — / 3tdB,
0 0 0

T
= / 3(B} + T —t)dB;.
0

ou seja

Como Z; = 0, temos

Logo

e portanto u, = 3(B} + T — t).
2 (b)Y; = f(X;) com f(z) = 27, que é claramente de classe C?. Pela
féormula de It6 temos

dY, = X[ (dX,) + B (B —1) X2 (dX,)”
= BXP N (uXydt + 0 X,dBy) + 5 (8 — 1) X 20 X 2dt
= (Bu+ B(B—1)0%) Y,dt + BoY,dB,.

Pelo que a EDE é
dYy = (Bu+ B (8 —1)0?) Yidt + oYidB;.

3. (a) Podemos representar Y; = a (1 — L) + bL + (T — t) X;, onde X; =
fot ~—dB,. Ouseja, Y; = f(t,X;) com f(t,z) =a(l— L)+ bt + (T —t)x.
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E 6bvio que f ¢ de classe C1? e pela férmula de Ito, como dX, = #-dB,
temos:

b
Y, = (—3+——Xt> dt + (T —t)dX,

T T
1 t t T—t
- L (b— (a(l—f>+bT+(T—t)Xt>)dt+—T_tdBt
- 4t
— dt + dB,.
Tt ab

Logo

b—Y,
dy, = T_;dterBt,

Yo =a.

3 (b) Como #— € L2 1, o integral estocéstico X; = fot 7—-dB, estd bem

definido e o seu valor esperado é zero. Logo

E[Yt]—a(l—%) +b%.

E, pela isometria de It6 temos

Var )] = E[Y]] - (E[Y)])*
= (T —t)°E (/OtTl_Sst)g
:(T_t)2/0t (T1—8)2d8
(T 1) (ﬁ—%)

4 (a) Se f(t,x) for uma fungdo continua em x que satisfaz a condicao de
Lipschitz e a condicao de crescimento linear, podemos aplicar o teorema de
existéncia e unicidade e garantir que existe uma solugao tnica para a EDE
(isto poque a funcao o (¢, z) = ¢(t)x satisfaz a condigao de Lipschitz e é linear
em ).

Condicao de Lipschitz: Existe constante D tal que
F(t,2) = F(Ey)l < D]z —yl, Yo,y € R, Vi € [0,7].
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Condigao de crescimento linear: Existe constante C' tal que

If(t,z)| < C(1+|z|),Vz € RVt € [0,T].

Exemplo de funcao que satisfaz estas condicoes:

f(t,z) =tz

b) Como &t = tY;, é uma EDO separdvel, a sua solucio é
dt

dY; t2 t2
Tt—tdt:ln(}/})—a:l@—exp<§>

t

Logo

X, = FY, =exp </Otc(s)d38—%/ot [c(s)]2d3+§) = exp (Zt—%/ot[c(s)]st—l—g),

onde Z, := [ ¢ (s)dB,. Pelo que X, = g(t, Z;) com g(t, ) = exp (x — I e (s)P ds + %)

Aplicando a férmula de Ito6 a X; e g(t, x), podemos verificar que
dXt = f (t, Xt) dt + ¢ (t) XtdBt
e também X, = 1.

5 (a) A EDE dS; = Sy dt + o Sy dW, é equivalente a

48, = r S, dt + o S, (udt + th)
o
= Tstdt+UStth,

E=L dt+dW, € um movimento Brown-

onde, pelo teorema de Girsanov, W, := &
iano relativamente a medida de probabilidade neutra face ao risco (ou medida

de martingala equivalente). Portanto a EDE ou a dindmica de S; sob a me-
dida Q) é

dSt = TSt dt + USt th
Aplicando a férmula de It6 a X; = In (S;), temos:

2

dXt = (T — %) dt + O'th
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ou
2

Xy =In(Sy) + (7“ — %) t+ oW,
5 (b) Pelo modelo de B-S, temos que

F(t,S) =e T DEZ [®(Sr)]
= e "TIEL [In(Sr)]

onde

dS, =1 S,du+ o S, dW,,
St:S

Pela alinea (a), temos

2

Xy =1In(Sy) =In(s) + (r—%) (T —t)+ 0 (Wr—W,).

Logo
Egs In(S7)] =In(S;) + <T — U—> (T —1)

F(t,8;) =e "0 [m (S) + (r — ";) (T — t)] :

6. A ideia é fazer uma prova semelhante a da demonstracao nos slides
8-10 da aula do Cap. 6 - parte 3.
Considerem-se o sprocessos

E:(S_tht)v

Zt = = Bsds.
2 0

Aplique-se a férmula de Itd a fungado f (t,y, z) = €*F (t,z). Obtemos
2P (Y,) = F (s,2)+
¢ F 1
+/ [(AF — (9_) (s —r,B,)+ =B?F (s —r,B,)| eZrdr
0 ot 2

t
F
+/O g_x (s —r, B,) e’ dB,,
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onde A é o operador infinitesimal associado a B, isto é:

_1O°F

AF = ———.
2 02

Portanto, como F' satisfaz a EDP, temos:

(AF— 8—F> (s —r,BY)+ 1BZF(S —r, B,)

or 2
10°F OF 1,
:§W(S—T,BT)—E(S—T,BT)—}-ﬁBTF(S—T’,BT)
=0

e entao:

LOF
LY — F /
c (1) (5,) o Ox

Aplicando o valor esperado e tomando s = t, obtemos

(s —r,B,) e?rdB,.

Eo. [¢F (V)] = F (t,2)
ou seja:

F(t,x)=FEy. [eth(OvBt)]

= Eoy. {gp (B;) exp (% /Ot Bgdsﬂ :



Capitulo 4

Problemas de Exame - B

Exercicio 4.1 Considere o movimento Browniano B = {By,t > 0}.
(a) Seja Z o processo definido por

t
Zt:Bf—Bf’JrSBf—at—?)/ (2B2 — B,) ds,
0

onde a € R é uma constante. Determine para que valores de c, é o processo
Zy uma martingala, justificando.

(b) Considere agora que, para além de B, temos outros 3 movimentos
Brownianos W, W® e WO que sio todos independentes entre si e inde-
pendentes de B. Serd que o processo estocdstico

B Bt"‘Wt(l) +Wt(2) +Wt(3)

H 4

é um movimento Browniano? Justifique.

Exercicio 4.2 Considere o movimento Browniano B = {By,t € [0,T]}. Seja
Zy = exp (4t) sin (By). Mostre que

t
Zt = ]E{ [Zt] + / 'USdBS,
0

para um certo processo v. Determine o processo v e E[Z,].

Exercicio 4.3 Considere o movimento Browniano B = {By,t € [0,T]}.
(a) Seja Z = {Z,t € [0,T]} o processo estocastico definido por

Zy = (L+t+1%) P

17
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Defina Y = {Y;,t € [0, T]} como o processo com diferencial

dz,

dY, = —

t 7,
Yo =2

Determine explicitamente Y .

(b) Considere a E.D.E.

X} - X2+X;,—4 1
dXt = < ¢ 1_1;_Xt2 >dt+§COS (Xt) dBt
Xo=1.

Serd que existe uma solug¢do unica para esta E.D.E. (com wvalor inicial) ou
nao? Justifique convenenientemente a sua resposta.

Exercicio 4.4 Considere o problema de wvalores na fronteira no dominio
[0,7] x R:

F F 2 2F
0 0 (—5) 28—=O, t>0, z€R

o T T\ )T e
F(T,z) = 2"

Especifique qual o gerador infinitesimal da difusao associada, determine ex-
plicitamente este processo de difusao, a formula de representagao estocdstica
para a solugdo do problema e determine a solu¢ao do problema (da forma
mais explicita que consequir).

Exercicio 4.5 Considere o modelo de Black-Scholes constituido por um ac-
tivo com risco S; e um activo sem risco (por exemplo, conta bancdiria) By.
Os activos Sy e By tém dindmicas dadas, respectivamente, pelas EDE’s

dS; = uS;dt + o S, dW, e dB,=rB,dt, com By =1,

onde W é um movimento Browniano.
(a) Determine as equagdes diferenciais estocdsticas satisfeitas pelos proces-

s0s Sy e Yy :=1In <Sf) , com 3> 2, sob a medida () (medida de martingala).
(b) Determine o preco (na auséncia de arbitragem) do direito contingente
x=®(Sr)=In (S@), com 3> 2.
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Exercicio 4.6 Seja B = {B;,t > 0} um movimento Browniano. Considere
um processo v = {vy,t € [0, T]} que pertence a classe L7, ;.. Defina a sucessao
de tempos de paragem

t t
T, = inf {t >0: / U?ds >n  ou / v, dBg > n} .
0 0

Mostre que
t 4 T AT 2
FE sup / usd By <(CFE (/ ugds) ,
0<t<mAT |Jo 0
onde C' é uma constante
Nota: use a desigualdade:
t 4 T NT 4
E sup / usd By < KF / u,dBg| |,
0<t<maAT | Jo 0

onde K é uma constante.



Capitulo 5

Problemas de Exame - C

Exercicio 5.1 Considere o movimento Browniano B = {By,t > 0}.
(a) Verifique se o processo X definido por

X, =B} —6tB? +1?

é ou nao uma martingala, justificando.
(b) Serd que o processo'Y definido por

Y, =1tB

o=

é um movimento Browniano? Justifique convenientemente.

Exercicio 5.2 Seja B = {B;,t € [0,T]} um movimento Browniano. Mostre
que

)dB,

Nl

T T T B
exp (Br) =ez + 62/ e(Bo
0
e calcule Var [e% fOT e(Bs_g)st] . (Sugestao: considere o processo Yy =
exp (B, — %))

Exercicio 5.3 Considere o movimento Browniano B = {B (t),t € [0,T]}
(a) Resolva a E.D.E.

dX, = e 2 X,dt + t*X,dB,,
X = V2.

Sugestao: talvez seja conveniente usar um factor de integrag¢ao adequado.

(b) Considere a E.D.E.
dXt =V Xtdt + XtdBt, X(O) = 0

20
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Verifigue se pode aplicar o teorema de existéncia e unicidade de solugades.
Justifique.
Considerando também a E.D.E.

dXt = Xtdt + AV XtdBt, X(O) == 0,

o que pode concluir sobre a existéncia e unicidade de solugcdo neste caso?
Justifique.

Exercicio 5.4 Considere o problema de wvalores na fronteira no dominio

[0,7] x R:
OF O*F
— —4F — 50— R
T (t,x) 50&62, t>0, €
F (T, x) =2

Especifique qual o operador infinitesimal da difusao associada, determine ex-
plicitamente este processo de difusdo e determine a solugao explicita do prob-
lema.

Exercicio 5.5 Considere o modelo de Black-Scholes constituido por um ac-
tivo com risco S; e um activo sem risco (por exemplo, conta bancdiria) By.
Os activos S; e By tém dindamicas dadas, respectivamente, pelas EDE’s

dS; = puSydt + o Sy dW, e dB,=rDB;dt, com By=1,

onde W ¢é wm movimento Browniano et € [0,T).

(a) Considere uma carteira autofinanciada com composi¢ao (h°(t), h*(t))
(de activos sem risco e com risco, respectivamente) e seja Vy o valor dessa
carteira no instante t. Supondo que esta carteira replica um derivado cujo
prego é dado pela fun¢ao de classe F (t,S;) (i.e., F(t,S;) = V;) deduza que:

L OF(t,8)

h* (t) e

(Sugestao: aplique a Férmula de Ité a F(t,S;) e determine depois o diferen-
cial dV;, tendo em conta que a carteira é autofinanciada).
(b) Determine o preco (no instante t < T') do direito contingente com
payoff
2K se In(S7) > 2K
X=®(Sr)=¢ K se K <In(Sr) <2K
0 se In(Sr) < K
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Exercicio 5.6 Seja B = {B;,t > 0} um movimento Browniano. Considere
e >0 e a funcao

€

x| se |x| >¢€
Ge (I) = 1 ( 2

5+m—> se || <e -’

Aplicando a férmula de Ito a g. (B:) (apesar de nao ter 2% derivada em
x = *e), mostre que

t 1 t
9- (By) = . T / g; (B;) dB, + _/ 1o (Bs) ds,
2 0 2e J

e mostre ainda que quando ¢ — 0 (limite em média quadrdtica), obtemos que

t t
/ g. (Bs)dBs — / sign(B,)dB;.
0 0



