
Esmeralda A. Ramalho

Métodos de Previsão
Parte II: Métodos Estocásticos
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Os métodos estocásticos baseiam-se, entre outros, em
• Modelos autoregressivos (AR), onde a variável ௧ é explicada pelo 

seu passado: ௧ ௧ିଵ ௧ିଶ

• Modelos de médias móveis (MA) onde ௧ é explicado por um ruido 
branco ௧ e o seu passado: ௧ ௧ ௧ିଵ ௧ିଶ

• Modelos ARMA, que combinam AR e MA: ௧ ௧ିଵ ௧ିଶ ௧ ௧ିଵ

• Modelos autorregressivos de desfasamentos distribuídos (ADL), onde 
o presente e, possivelmente, o passado de outras variáveis explicam 
a variável de interesse: ௧ ௧ିଵ ௧ିଶ ௧ ௧ିଵ ௧ିଶ

• Modelos VAR, onde se tem um sistema de equações de tipo ADL:

௧ ௧ିଵ ௧ିଶ ௧ିଵ ௧ିଶ

௧ ௧ିଵ ௧ିଶ ௧ିଵ ௧ିଶ

Contexto
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Algumas questões adicionais levantadas relativamente aos modelos de 
regressão standard:

• Inclusão de variáveis desfasadas/lags e/ou às diferenças
• Existência de correlação no tempo entre observações: autocorrelação
• O  objectivo principal é a previsão (e não o apuramento de efeitos casuais):

• A interpretação dos parâmetros estimados não é essencial
• Promove-se a validação externa do modelo: verifica-se se o modelo 

estimado com dados do passado, descreve o comportamento num 
futuro próximo

Contexto
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Lags, primeiras diferenças, logs e taxas de crescimento
• Lag 1: ௧ିଵ; lag j: ௧ି௝

• Primeira diferença: ௧ ௧ ௧ିଵ

• Uma aproximação à taxa de crescimento de ௧ é dada por ௧

௧ ௧ିଵ , quando o valor da taxa é pequeno

Exemplo:

Tipos de variáveis
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Autocorrelação ou serial correlation é a correlação existente entre 
duas realizações de um determinado processo, desfasadas de h
períodos

Função autocovariância (ACOVF) e função de autocorrelação (ACF) 
define-se como

೟ ೟ష೓

೟ ೟ష೓
 

೓

బ
,

onde , ଴ ௧ , ଴ , e ௛

Autocorrelação
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A função de autocorrelação parcial (PACF) mede a correlação entre 
௧ ௧ି௛, excluidos os efeitos das correlações intermédias com 
௧ିଵ ௧ିଶ ௧ି௛ିଵ.

O coeficiente de autocorrelação ௛௛ é o ultimo coeficiente da regressão
que relaciona linearmente ௧ com os seus mais recentes h valores

com 

Autocorrelação parcial
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௛
௛

଴

௧ ௧ି௛
்
௧ୀ௛ାଵ

௧
ଶ்

௧ୀଵ

௧ ௧ି௛
்
௧ୀ௛ାଵ

௧
ଶ்

௧ୀଵ

onde a média é calculada para as observações

௛௛
௛ ௛ିଵ,௝ ௛ି௝

௛ିଵ
௝ୀଵ

௛ିଵ,௝ ௝
௛ିଵ
௝ୀଵ

com ଵ (inicialização)

Autocorrelação e autocorrelação parcial na amostra
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Estacionaridade: um processo é dito estacionário se a sua
distribuição não se altera ao longo do tempo, isto é, não depende
de t

Estacionaridade fraca: um processo é dito fracamente
estacionário quando a sua média e variância são constantes e a
covariância e correlação entre e dependem apenas do
intervalo de tempo h:

 
pode depender de h mas não de t

Estacionaridade
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“White noise”

É um processo cujas observações não são correlacionadas:

onde 

para 

• A ACF e a PACF são nulas para

Ruido branco
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Testar o ruido branco
• Em termos gerais, verifica-se se a ACF e a PACF são aproximadamente zero

• Teste Q, versão de Ljung-Box (1978), baseada na original de Box-Pierce
(1970)

• ଴ ଵ ଶ=… = ௛

• Estatística de teste
ఘෝೕ
మ

்ି௝
௛
௝ୀଵ

• Segue uma distribuição ௝ି௠
ଶ , onde m é o número de parâmetros

estimados

Ruido branco
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Simulações para diferentes “white noises”

Ruido branco
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“White noises”: correlogramas

Ruido branco
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“White noises”: correlogramas

Ruido branco
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O operador “backshift” ou operador de “lag”, designado de B ou L
na literatura, é utilizado para representar lags:

• Em dados mensais, o mês correspondente a ௧ no ano anterior é ଵଶ
௧

௧ିଵଶ

• Em dados trimestrais, o trimestre correspondente a ௧ no ano anterior é
ସ

௧ ௧ିସ

Notação para lags
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Modelo AR(1):

com ௧ ruido branco com ௧ , ௧ ఌ
ଶ e ௧ ௧ି௛

para

• O comportamento de ௧ resulta do seu passado e de um termo erro ௧, que
inclui todos os outros determinantes de ௧ para além de ௧ିଵ

• Caso então ௧ିଵ não é útil para prever ௧

• Caso tem-se um passeio aleatório – processo não estacionário a 
estudar mais tarde

Modelos autorregressivos
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Dado que
௧ ௧ିଵ ௧

௧ ௧ ௧

௧ ௧

e ଵ

ଵିఘ஻
ଶ ଶ o modelo AR(1) pode ser visto como um

modelo de médias móveis de ordem infinita

௧ ௧ ௧ିଵ
ଶ

௧ିଶ

De onde resulta 
௧ ௧ ௧ିଵ

ଶ
௧ିଶ

௧ ௧
ଶ

ଶ

ଶ

௧ ௧ି௛ ௛
௛ ଶ

௧ ௧ି௛
௛

଴

௛

Se  ௧ é fracamente dependente pois 
௛→ஶ

௧ ௧ି௛

Modelos autorregressivos

16



Esmeralda A. Ramalho

Exemplos de processos AR(1)

Modelos autorregressivos
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Exemplos de processos AR(1): correlograma

Modelos autorregressivos
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Exemplos de processos AR(1): correlograma

Modelos autorregressivos
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Exemplos de processos AR(1): correlograma

Em qualquer um dos exemplos, a ACF apresenta uma redução progressiva e a 
PACF decai para zero para 

Modelos autorregressivos
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Modelo AR(2):
௧ ଵ ௧ିଵ ଶ ௧ିଶ ௧

௧ ଵ ௧ ଶ
ଶ

௧ ௧

௧ ଵ ଶ
ଶ

௧

• A ACF deste processo apresenta uma redução progressiva e a PACF
decai para zero para

Modelo AR(p):
௧ ଵ ௧ିଵ ଶ ௧ିଶ ௣ ௧ି௣ ௧

௧ ଵ ଶ
ଶ

௣
௣

௧

• A ACF deste processo apresenta uma redução progressiva e a PACF
decai para zero para , o que permite identificar o modelo

Modelos autorregressivos
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Exemplos de AR(2): correlograma

Modelos autorregressivos
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Exemplos de AR(2): correlograma

Modelos autorregressivos
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Modelo MA(1)

௧ ௧ ௧ିଵ, 
onde ௧ é um ruido branco com média zero, ௧

Decorre que
௧ ௧ ௧ିଵ

௧ ௧ ௧ିଵ ௧
ଶ

௧ିଵ ௧ ௧ିଵ
ଶ ଶ

௧ ௧ି௛

ଶ

௧ ௧ି௛

ఏఙమ

ఙమ ଵାఏమ
ఏ

ଵାఏమ ,

sendo fracamente dependente

Modelos de médias móveis
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Exemplos de modelo MA(1)

Modelos de médias móveis
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Exemplos de modelo MA(1)

Modelos de médias móveis

26



Esmeralda A. Ramalho

Exemplos de modelo MA(1)

Modelos de médias móveis
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Modelo MA(2)
+

+ 
A ACF deste processo decai para zero para e a PACF 
apresenta uma redução progressiva 

Modelo MA(q)
+…

+... 
A ACF deste processo decai para zero para e a PACF 
apresenta uma redução progressiva 

Modelos de médias móveis
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Exemplo de modelo MA(2)

Modelos de médias móveis
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Modelo ARMA(1,1)

onde a estacionaridade ocorre se
Exemplo:

Modelos ARMA
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Correlograma

Modelos ARMA
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Correlograma

Modelos ARMA
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Modelo ARMA(p,q)

௧ ଵ ௧ିଵ ଶ ௧ିଶ ௣ ௧ି௣ ௧ ଵ ௧ିଵ+… ௤ ௧ି௤

ଵ ଶ
ଶ

௣
௣

௧ ଵ +... ௤
௤

௧

௣ ௧ ௤ ௧

Modelos ARMA
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Seja ௧ uma sucessão de variáveis aleatórias 
independentes e identicamente distribuídas com média zero e variância 
unitária, ௧ Defina o processo estocástico

௧ ௧ ௧ିଵ ௧ିଶ

a) Determine ௧ e ௧ e verifique se dependem de t.
b) Mostre que ௧ ௧ାଵ e ௧ ௧ାଶ

c) Qual é a ௧ ௧ା௛ para 

Tem-se
• ௧

• ௧

• ௧ ௦ para devido à independência

Exercício
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a)
• ௧ ௧ ௧ିଵ ௧ିଶ

• ௧ ௧
ଶ

௧ିଵ
ଶ

௧ିଶ

Não dependem de t

b) 

• ௧ ௧ାଵ
େ୭୴ ௫೟,௫೟శభ

௏ ௫೟
 

௏ ௫೟శభ
 

େ୭୴ ௫೟,௫೟శభ

ଵ.ହ
 

ଵ.ହ
 

ି଴.଻ହ

ଵ.ହ

௧ ௧ାଵ ௧ ௧ାଵ ௧ ௧ିଵ ௧ିଶ ௧ାଵ ௧ ௧ିଵ

௧
ଶ

௧ିଵ
ଶ

• ௧ ௧ାଶ
େ୭୴ ௫೟,௫೟శమ

௏ ௫೟
 

௏ ௫೟శమ
 

େ୭୴ ௫೟,௫೟శమ

ଵ.ହ
 

ଵ.ହ
 

଴.ହ

ଵ.ହ

௧ ௧ାଶ ௧ ௧ିଵ ௧ିଶ ௧ାଶ ௧ାଵ ௧ ௧
ଶ

Exercício
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c)

௧ ௧ା௛
௧ ௧ା௛

௧
 

௧ା௛
 

௧ ௧ା௛
   

௧ ௧ାଷ ௧ ௧ିଵ ௧ିଶ ௧ାଷ ௧ାଶ ௧ାଵ

Para h=4, 5, … também se terá 0

• ௧ ௧ା௛ para 

Exercício

36



Esmeralda A. Ramalho

Modelo SARMA ௦

௧ ଵ ௧ି௦ ௣ ௧ି௉ೞ ௧ ଵ ௧ି௦+… ௤ ௧ିொೞ

௧ ଵ ௣
௉ೞ

௧ ଵ +... ௤
ொೞ

Modelos ARMA sazonais  - SARMA
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Modelo SARMA ௦

Modelos ARIMA sazonais  - SARMA
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Tipos principais de modelos para processos não estacionários:

• Modelos determinísticos não estacionários em média: modelos
de tendência determinística

• Modelos de tendência estocástica (passeio aleatório, passeio
aleatório com “drift”)

Processos não estacionários
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Modelos de tendência determinística
• A tendência, t, representa a ordem da observação na 

série
• Tendência linear: ௧ ଴ ଵ ௧

• Tendência quadrática: ௧ ଴ ଵ ଶ
ଶ

௧

• Tendência exponencial: ௧ ଴ ଵ ௧

Processos não estacionários
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Exemplo de modelos de tendência determinística

Processos não estacionários
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Exemplo de modelos de tendência determinística

Processos não estacionários
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Modelos de tendência estocástica

1) Passeio Aleatório
௧ ௧ିଵ ௧

Substituindo sucessivamente:
௧ ௧ିଶ ௧ିଵ ௧ ௧ିଷ ௧ିଶ ௧ିଵ ௧

௧ ଴ ଵ ௧ିଶ ௧ିଵ ௧

Obtendo-se

௧ ଴

௧ ఌ
ଶ

Série não estacionária: variância depende de t

Processos não estacionários
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Exemplo de passeio aleatório

Processos não estacionários
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2) Passeio aleatório com drift
௧ ௧ିଵ ௧

Substituindo sucessivamente:
௧ ௧ିଶ ௧ିଵ ௧ ௧ିଷ ௧ିଶ ௧ିଵ ௧

௧ ଴ ଵ ௧ିଶ ௧ିଵ ௧

Obtendo-se
• ௧ ଴

• ௧ ఌ
ଶ

• Série não estacionária: tanto a média como a variância dependem
de t

Processos não estacionários
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Exemplo de passeio aleatório com drift

Processos não estacionários
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Transformação da série para estabilização da variância

Quando o processo não é estacionário em variância, a literatura recomenda
uma transformação para estabilização da variância. Tipicamente, em lugar da
série em níveis, modela-se o seu logaritmo. Veja-se o exemplo:

Note-se que a previsão para a escala original em níveis requer processos
complexos de retransformação. Em alternativa, pode-se modelar ௧

௧ ௧ିଵ e prever a taxa de crescimento.

Processos não estacionários

47

1
0
0

2
0
0

3
00

4
0
0

5
0
0

6
00

a
ir

1950 1955 1960
Month

Exemplo Airline

4.
5

5
5.

5
6

6.
5

ln
ai

r

1950 1955 1960
Month

Exemplo Airline



Esmeralda A. Ramalho

1) Teste de Dickey Fuller Aumentado (ADF)

Num dos modelos, fazer o teste t para :

Correspondendo a um teste t unilateral, onde o valor critico deverá ser 
recolhido da tabela DF

2) Teste de Kwiatkowski Phillips Schmidt Shin (KPSS)
𝐻଴: série estacionária e não sazonal

3) Outros: Phillips Perron (PP), testes sazonais

Testes de estacionaridade
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Testes de estacionaridade
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Testes de estacionaridade
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Caso a série não seja estacionária, poderá estacionarizar-se. De 
facto, se a série for I(1), a sua primeira diferença será I(0). Veja-
se o exemplo do passeio aleatório:

Estacionarização de séries
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Exemplo da primeira diferença de um passeio aleatório

Estacionarização de séries
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Operador de diferença

• A dª diferença de ௧ é dada por
ௗ

௧
ௗ

௧, d inteiro 
• d=1: ௧ ௧ ௧ ௧ିଵ

• d=2: ଶ
௧

ଶ
௧ ௧ ௧ିଵ

• d: ௗ
௧

ௗ
௧

ௗିଵ
௧

ௗିଵ
௧ିଵ

Em geral ௧
ௗ

௧

• Para séries sazonais usa-se a diferença sazonal s
௦

௧
௦

௧ ௧ ௧ି௦

• A Dª diferença de uma série sazonal é
௦ ஽

௧
௦ ஽

௧, 
geralmente D=1, 2 é suficiente para obter estacionaridade sazonal

Estacionarização de séries
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Operador de diferença com sazonalidade
Para séries sazonais utiliza-se a diferença sazonal s

௦
௧

௦
௧ ௧ ௧ି௦

para obter estacionaridade sazonal

2 tipos de operadores de diferença (tendência e sazonalidade)

௦
௧ ௧ ௧ି௦ ௧ିଵ ௧ି௦ିଵ ௧ ௧ିଵ ௧ି௦ ௧ି௦ିଵ

Neste caso perdem-se s+1 observações iniciais

Estacionarização de séries
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Uma série não estacionária e não sazonal pode ser descrita por 
um modelo ARMA integrado, ARIMA(p,d,q). O processo 
ARIMA(p,d,q), não sendo estacionário em níveis, torna-se 
estacionário com d diferenças

ଵ ଶ
ଶ

௣
௣ ௗ

௧ ଵ +... ௤
௤

௧

௣
ௗ

௧ ௤ ௧

Casos particulares:
• ARIMA(1,1,1): ଵ ௧ ଵ ௧

• ARIMA(0,1,0): ௗ
௧ ௧ =Passeio aleatório

• ARIMA(1,0,1)=ARMA(1,1)
• ARIMA(1,1,0)=AR(1) integrado
• ARIMA(0,1,1)=MA(1) integrado

Note-se que ௗ
௧ segue um processo ARMA (p, q). Por exemplo, ARIMA (2, 1, 3): 

௧ ଵ ௧ିଵ ଶ ௧ିଶ ௧ ଵ ௧ିଵ+ ଶ ௧ିଶ ଷ ௧ିଷ

Modelo ARIMA
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Modelo ARIMA
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SARIMA(p,d,q)(P,D,Q)s

ଵ ଶ
ଶ

௣
௣

ଵ
ଵଶ

௣
௉ೞ ௗ

௧

ଵ +... ௤
௤

ଵ
ଵଶ+... ொ

ொೞ
௧

௣ ௉
௦ ௗ ௦ ஽

௧ ௤ ொ
௦

௧

• Modelo multiplicativos

Exemplos:
• SARIMA(1,0,1)(1,0,1)12

ଵ ଵ
ଵଶ

௧ ଵ ଵ
ଵଶ

௧

ଵ ଵ
ଵଶ

ଵ ଵ
ଵଷ

௧ ଵ ଵ
ଵଶ

ଵ ଵ
ଵଷ

௧

௧ ଵ ௧ିଵ ଵ ௧ିଵଶ ଵ ଵ ௧ିଵଷ ௧ ଵ ௧ିଵ ଵ ௧ିଵଶ ଵ ଵ ௧ିଵଷ

௧ ଵ ௧ିଵ ଵ ௧ିଵଶ ଵ ଵ ௧ିଵଷ ௧ ଵ ௧ିଵ ଵ ௧ିଵଶ ଵ ଵ ௧ିଵଷ

Modelo SARIMA
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• SARIMA(0,1,1)(0,1,1)12

ଵଶ ௧ ଵ ଵ
ଵଶ

௧

ଵଶ ௧ ଵ ଵ
ଵଶ

ଵ ଵ
ଵଷ

௧

ଵଶ ௧ ௧ ଵ ௧ିଵ ଵ ௧ିଵଶ ଵ ଵ ௧ିଵଷ

Modelo SARIMA
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• Identificação do modelo com base no correlograma, testes de 
estacionaridade, análise da ACF e PACF

• Estimação dos parâmetros do modelo
• Método da máxima verosimilhança
• OLS

• AR(p)´s já estacionários
• Para Ma´s e ARMA´s é necessário re-escrever como AR(∞)

• Validação: significancia individual e conjunta (OLS: testes t e F), teste 
de Ljung-Box para verificar se o residuo é ruido branco

• Selecção do modelo: escolhe-se o modelo que minimize AIC (Akaike 
Information Criterion) e/ou BIC (Schwarz Bayesian Information 
Criterion)

Identificação, estimação, validação e selecção de 
modelos
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Em geral, com base no correlograma, verifica-se se a série tem 
tendência, sazonalidade, outliers, variância constante

1. Estabilizar a variância, via transformação logarítmica 
2. Testar a estacionaridade, apurar qual o grau de diferenciação 

d necessário para a série ficar estacionária (tipicamente d=0, 1 
ou 2) e estacionarizar a série

3. Com base na ACF e na PACF da série I(0) identificar (p, q) e 
(P,Q), nos lags não sazonais e sazonais, respectivamente. 
Tipicamente as ordens são menores ou iguais a 3

Identificação do modelo
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Figurinos teóricos das FAC e FACP dos modelos ARMA (Caiado (2016), 
p. 234

Identificação do modelo
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Minimiza-se

• AIC (1974): 

• BIC (1978): 

onde é a função de verosimilhança

Selecção do modelo
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No momento T, com base nas observações , , , 
pretende-se prever 

A previsão optima para será a que minimiza o erro 
quadrático médio , correspondendo ao valor esperado de 

condicional na informação disponivel:

onde T é a origem da previsão e h é o horizonte de previsão

A previsão pode ser feita m passos à frente ou passo a passo

Previsão
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A previsão optima é 

h passos à frente
• Um passo à frente (h=1): 
• Para h , tem-se recursivamente:
 h=2: ்ାଶ ்ାଵ

ଶ
்

 h=3: ்ାଷ ்ାଶ
ଷ

்

 Genericamente: ்ା௛
௛

்

– Dado que , quando , ்ା௛ converge para 0 (de facto a 
previsão converge para a media de ௧, que se provou anteriormente ser 0)

– Para um passeio aleatório, a melhor previsão é ்ା௛ ், o ultimo valor
disponivel para a série

Previsão: AR(1)
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Passo a passo
Dado que em t+h está disponível a observação para t+h-1, não é 
necessário considerar valores estimados na forma recursiva

•

•

•

• …
•

Previsão: AR(1)
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onde ௧
ఈ

ଵିఘ

A previsão optima é 

h passos à frente
• ்ାଵ ்

• ்ାଶ ்ାଵ
ଶ

்
ଶ

்

• ்ାଷ ்ାଶ
ଶ ଷ

்
ଶ

ଷ
்

• ்ା௛
௛ିଵ ௛ିଶ ௛

்
ఈ

ଵିఘమ
௛

்

• Dado que , quando , ்ା௛ converge para a media de 

௧, 
ఈ

ଵିఘమ

• Para um passeio aleatório com drift ்ା௛ ்

Previsão: AR(1) com drift
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com 

h passos à frente
•

• : 

Previsão: MA(1)
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h passos à frente
• ்ାଵ ் ்ାଵ ் ் ்ିଵ ଵ ் ்

• Para , tem-se recursivamente
• ்ାଶ ்ାଵ ்ାଶ ்ାଵ ் ்ିଵ ଵ ்

்ାଵ ் ்ାଶ ்ାଵ ் ்ିଵ ଵ
ଶ

் ்

• …
• ்ା௛

௛
்

௛ିଵ
்

• Dado que , quando , converge para a 
media de , que é zero

Previsão: ARMA(1,1)
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௧ ௧ ௧ିଵ

௧ାଵ ௧ ௧ାଵ ௧ ௧ାଵ ௧

h passos à frente
• ்ାଵ ் ்ିଵ ଵ ் ்

• Para , tem-se recursivamente
• ்ାଶ ்ାଵ ்ାଶ ்ାଵ ் ்ିଵ ଵ ்

்ାଵ ் ்ାଶ ்ାଵ ் ்ିଵ ଵ ் ் ்ାଵ

• …
• ்ା௛ ்ା௛ିଵ

Previsão: ARIMA(0,1,1)
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ଵଶ ௧ ଵ
ଵଶ

௧

ଵଶ ௧ ௧ ଵ ௧ିଵଶ

௧ା௝ ௧ା௝ିଵ ௧ା௝ ଵ ௧ା௝ିଵଶ

h passos à frente
• ்ା௝ ்ା௝ିଵ ்ା௝ ଵ ்ା௝ିଵ ் ଵ

்ା௝ିଵ ଵ ்ା௝ିଵ

• : as previsões para todos os meses do 
segundo ano são iguais às do primeiro ano

Previsão: SARIMA(0,0,0) )(0,1,1)12
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೅శ೓

 

೅శ೓

 

೅శ೓ ೅శ೓

AR(1), h passos à frente

• ்ା௛ ்ା௛ିଵ ்ା௛
௛

்

• ்ା௛
௛

் ்ା௛ ்ା௛ିଵ
௛ିଵ

்ାଵ
௛

்

• ்ା௛
ଶ ଶ ସ ଶ௛ିଶ ଶ

• Reduz-se a ଶ para 1 passo à frente

Previsão por intervalo
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ARMA(1,1), h passos à frente
• ்ା௛ ்ା௛ିଵ ்ା௛

௛
்

• ்ା௛
௛

் ்ା௛ ்ା௛ିଵ
௛ିଵ

்ାଵ
௛

்

• ்ା௛
ଶ ଶ ସ ଶ௛ିଶ ଶ

• Reduz-se a ଶ para 1 passo à frente

ARMA(p,q), ver Harris & Sollis (2005), p.14

Previsão por intervalo
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Modelos autorregressivos de desfasamentos 
distribuídos ( )

• Os regressores são p lags da variável dependente e q lags da 
variável explicativa :

• Modelo AR(p): 

• Modelo sem componente dinâmica: 

Modelos com regressores
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Dummies
Sazonalidade: conforme a sazonalidade s (12, 4, 2, para dados mensais, 
trimestrais, semestrais, respectivamente), incluem-se dummies. Por 
exemplo, para trimestres:

௧ , ௧ , 

௧

Step dummy:  capta o efeito de um acontecimento que muda o rumo da serie 
de forma permanente :

௧

Impulse dummy – capta o efeito de um acontecimento que muda 
momentaneamente a série: 

௧

Modelos com regressores
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Testes de especificação
Forma funcional

• A incorrecta especificação do modelo gera estimadores OLS 
inconsistentes

• Teste RESET
• ଴

Modelos com regressores
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Implementação
1. Estimar o modelo de interesse, ௧ ଴ ଵ ௧ଵ ௞ ௧௞ ௧ e 

obter ଶ  ଶ, ଷ  ଷ

2. Estimar a regressão auxiliar: ௜ ଴ ଵ ௜ଵ ௞ ௜௞ ଵ ௜
ଶ

ଶ ௜
ଷ

3. Fazer teste  F para ଴ ଵ ௞

Solução para quando a forma funcional é rejeitada: re-especificar o 
modelo. Nota: regressão auxiliar, não é candidata a modelo 
alternativo

Modelos com regressores
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Testes de especificação
Heteroscedasticidade
• Variância condicional do erro (skedastic function): em 

lugar de ser constante , ଶ (homocedasticidade), 
depende de X, ଶ

• Estimadores OLS consistentes mas variâncias e, consequentemente, 
inferência, invalidas

• Teste de Breusch-Pagan
 ଴

ଶ (homoscedasticidade)

Modelos com regressores
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Implementação do teste BP:
1. Estimar o modelo de interesse, ௧ ଴ ଵ ௧ଵ ௞ ௧௞ ௧ e 

obter os residuos ௧

2. Estimar a regressão auxiliar: ଶ
଴ ଵ ଵ ௞ ௞

3. Fazer teste  f ou LM ( ௨ෝమ
ଶ

௞
ଶ) à significância conjunta dos 

regressores

Solução para quando a heteroscedasticidade existe: utilizar a 
versão robusta da variância

Modelos com regressores

78



Esmeralda A. Ramalho

Testes de especificação
Autocorrelação
• Forma mais comum: 

௧ ଴ ଵ ௧ଵ ௞ ௧௞ ௧

௧ ௧ିଵ ௧, 
௧

• Estimadores OLS consistentes mas variâncias e, consequentemente, 
inferência, invalidas

• Teste de Breusch-Godfrey
 ଴ (sem autocorrelation)

Modelos com regressores
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Implementação do teste BG:
1. Estimar o modelo de interesse, ௧ ଴ ଵ ௧ଵ ௞ ௧௞ ௧ e 

obter os residuos ௧

2. Estimar a regressão auxiliar: ௧ ଴ ଵ ௧ଵ ௞ ௧௞ ௧ିଵ ௧

3. Fazer teste LM à significância conjunta dos regressores:

௨ෝ
ଶ

௣
ଶ

Generalização para autocorrelação AR(p): no passo 3: 

Solução para quando a autocorrelação existe: adicional lags ao 
modelo até ter um modelo dinamicamente completo (sem 
autocorrelação). Wooldridge () considera importante para 
efeitos de previsão que o modelo seja dinamicamente completo

Modelos com regressores
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Modelos para vectores autoregressivos (VAR)

• é composto por equações , cada uma com uma 
variável dependente diferente e incluindo como regressores os lags
das restantes variáveis do modelo

௧ ଴ ଵ ௧ିଵ ௣ ௧ି௣ ଵ ௧ିଵ ௣ ௧ି௣ ௧

௧ ଴ ଵ ௧ିଵ ௣ ௧ି௣ ଵ ௧ିଵ ௣ ௧ି௣ ௧

 Cada equação é estimada separadamente

Modelos com regressores
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VAR e causalidade à Granger

• A variável ௧ causa à Granger ௧ se, tendo em conta a informação 
do passado de ௧, o passado de ௧ é relevante para prever ௧

• Simples testes à significância conjunta de lags: 

• ଴ ଵ ௣ ( ௧ não causa ௧ à Granger)

• ଴ ଵ ௣ ( ௧ não causa ௧ à Granger)

Modelos com regressores
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VAR e previsão

Previsão h passos à frente: o lag mais recente no VAR é dado por h, de 
modo a que existam observações disponíveis para prever 

• h=1 
௧ ଴ ଵ ௧ିଵ ଵ ௧ିଵ

௧ ଴ ଵ ௧ିଵ ଵ ௧ିଵ

்ାଵ ଴ ଵ ் ଵ ்

்ାଵ ଴ ଵ ் ଵ ்

• h=2 
௧ ଴ ଵ ௧ିଶ ଵ ௧ିଶ

௧ ଴ ଵ ௧ିଶ ଵ ௧ିଶ

்ାଶ ଴ ଵ ் ଵ ்

்ାଶ ଴ ଵ ் ଵ ்

Modelos com regressores
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VAR e previsão

Previsão passo a passo: independente do lag mais recente no VAR, pois 
substituem-se previsões quando não existem observações disponíveis 
para prever 

• h=1 com  ቐ
𝑦௧ = 𝛿଴ + 𝛼ଵ𝑦௧ିଵ + ⋯𝛾ଵ𝑥௧ିଵ + ⋯
𝑥௧ = 𝛿଴ + 𝛽ଵ𝑦௧ିଵ + ⋯𝜑ଵ𝑥௧ିଵ …

…

→ ቐ
𝑦்ାଵ = 𝛿଴ + 𝛼ଵ𝑦் + ⋯+ 𝛾ଵ𝑥் + ⋯
𝑥்ାଵ = 𝛿଴ + 𝛽ଵ𝑦் + ⋯+ 𝜑ଵ𝑥் + ⋯

…

• h=2 com ቐ
𝑦௧ = 𝛿଴ + 𝛼ଵ𝑦௧ିଵ + ⋯𝛾ଵ𝑥௧ିଵ + ⋯
𝑥௧ = 𝛿଴ + 𝛽ଵ𝑦௧ିଵ + ⋯𝜑ଵ𝑥௧ିଵ …

…

→ ቐ
𝑦்ାଶ = 𝛿଴ + 𝛼ଵ𝑦்ାଵ + ⋯+ 𝛾ଵ𝑥்ାଵ + ⋯
𝑥்ାଶ = 𝛿଴ + 𝛽ଵ𝑦்ାଵ + ⋯+ 𝜑ଵ𝑥்ାଵ + ⋯

…

usando resultados do primeiro passo → ቐ
𝑦்ାଶ = 𝛿଴ + 𝛼ଵ𝑦ො்ାଵ + ⋯+ 𝛾ଵ𝑥ො்ାଵ + ⋯
𝑥்ାଶ = 𝛿଴ + 𝛽ଵ𝑦ො்ାଵ + ⋯+ 𝜑ଵ𝑥ො்ାଵ + ⋯

…

Modelos com regressores
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•

•

Quebras de estrutura
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• Traduz-se o antes e o após a quebra por uma variável dummy

• Estima-se o modelo original de forma ‘duplicada’:
௧ ଴ ଵ ଵ୲ ௞ ௞୲ ଴ ଵ ଵ୲ ௞ ௞୲

• Aplica-se um teste F para a significância das variáveis envolvendo :

଴ ଵ ௞ (sem quebra de estrutura)

ଵ Não ଴ (com quebra de estrutura)

Quebras de estrutura
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• Suponha-se que a data da quebra, , é desconhecida
• Calculam-se múltiplos testes de Chow no intervalo ଴ ଵ. 

Tipicamente, faz-se um trimming para 70% da amostra, excluindo os 
primeiros e os últimos 15% de observações

• Escolhe-se o máximo e compara-se com o valor critico, que é 
recolhido de tabela relativa ao teste:

Quebras de estrutura
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