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1. Mostre que a matriz A = 1
4

SN W

1
0
0

] é invertivel e calcule A=,

Resolugao:

[1 2 3 1 2 3
0 1 2 13—13—4x12 0 1 9
0 4 6 00 -2

Logo, (A) = 3 e A e invertivel. Aplicando esta mesma transformacgao & matriz identidade:

1 2 311 0 0 1 2 3|1 0 O

13——1x13

01 2(0 10 01 2(01 0

|00 —2{0 —4 1 00 1/0 2 —3

13—12—2X%I3NI1—=11-3x11 12 011 -6 % 11—=11-2x12 10041 0 _%
0100 -3 1|—/7=51010[|0 -3 1
00 1j0 2 -1 00 1/0 2 —1

10 —3
Logo, A= =] 0 -3 1
0 2 -1



2. Considere o sistema

x + a?y + = 1
x + 2y + z = b ,
2 + ay + = 3

onde a e b sdo parametros reais.

a. Determine para que valores de a o sistema é de Cramer.

Resolucao:
1 a2 1
O sistema é de Cramer se a matrizz: A= | 1 2 1 | for invertivel.
2 a 1
1 a® 1 1 a® 1
1 92 1 12—512—11AI3—13—11 0 2-a2 0
2 a 1 1 a—a? 0

Logo, aplicando o teorema de Laplace ao longo da terceira coluna:
1 a? 1
0 2—a®> 0 |=(-1)>"x1x
1 a—a® 0

0 2—a?

5 | = —(2—a?%) =a® -2, e A einvertivel se a® —2 # 0.

1 a—a

Logo, A & invertivel se a € R\ {—+/2,1/2}, e nestas condicdes, o sistema e de Cramer.

b. Considere a = v/2. Para que valor(es) de b o sistema é impossivel?

Resolucao:
1 2 11 1 21 1 1 2 1 1
12 1|p | 222 00 0 0|b—1| 228 19 21 3
2 V2 1|3 2 V2 1 3 0 0 0[b—1
Logo, o sistema e impossivel para b # 1.



3. Seja n um numero natural, A uma matriz quadrada de ordem n e I,, a matriz identidade.

Sabe-se que
547 +2A = 31,.

Mostre que A é invertivel.
Resolucao
5A2+2A =3I, = A(BA+2I,) =31, = A(3A+32:I,) =1,

Logo A e invertivel e A™' = (34 + 21,,).

4. Mostre por indugao matemaética que para todo o n € N

24446+8+--+(2n—2)+2n=n(n+1).

Resolucao:

Consideremos, para n € N, a proposicao:

Pn):24+4+64+8+---+(2n—2) +2n =n(n+1).
Inicializacao

A proposi¢do P(1) é verdadeira. De facto,

P(1):2=1(1+1) < 2=2.

Hereditariedade

Fixemos n € N.
Pretendemos mostrar que, se P(n) for uma proposigdo verdadeira (hipotese de inducéo), entdo a
proposicaoo P(n + 1) é igualmente verdadeira (tese de indugéo).

Pn+1):24446+8+-+2n—-2)+2n+2(n+1)=(n+1)(n+2)

— nn+1)+2n+2=nN+1(n+2)

pela hipétese de indugdo. Assim,

Pin+1) <= n*+3n+2=n>+2n+n+2
— n’4+3n+2=n>+3n+2

0 que e uma proposicao verdadeira, ficando a demonstracao concluida.



5. Determine o exterior e a fronteira do conjunto
X =]0;1]\ {e_" tnE N}.

Resolugao:
fr(X)=40,1} u{e ™, ne N}
ext(X) =R\ [0,1]

too 3k2n+1
6. Considere, para um certo pardmetro k € R, a série Z m

a. Calcule, justificando, a soma da série para k = 1.

Resolugao:

“+oo 2n+1 —+oo —+oo 4
3x1 1\m 4\m
B T P —— (5) =3xY(5) =3x 2

;GXIQH)" ,LZ< +1)" Z i ; 5 1-3

=3x2x5=12

b. Determine para que valores do parametro k a série é convergente.

Resolugao:
+o0 2n+1 I 2
k=" k n
Z(kz =3k x Z _3kXZ(lk2+1)
n=1 n=1 4
Trata-se de uma série geométrica de razao r = %
4

Esta razao é positiva para todo o valor de k. Logo, a série converge se:

k2 2 1.2 2 1.2 31.2
W<1<:>k<1k +1 = k*—3k"-1<0 <= 7k*-1<0

Os zeros sao: fk -1=0 k:— \/>\/lc—\/j

Logo, fk:2 -1<0 < ke } { e a série converge neste mesmo intervalo.
\/’ \/>



