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Probabilidade e Inferéncia Estatistica

Conceitos

@ Probabilidade: parte-se de um modelo probabilistico que se
assume como correcto e calculam-se as probabilidades de
certos acontecimentos. Neste caso o modelo (paramétrico) e
0s seus parametros sdo conhecidos.

@ Inferéncia Estatistica: parte-se dos dados e procura-se inferir
sobre o modelo probabilistico que os gerou. Neste caso a
natureza dos dados e o tipo de amostragem considerado
permitem lancar alguma luz sobre o modelo paramétrico a
considerar. Utilizando um procedimento adequado os seus
pardmetros serdo estimados a partir dos dados.
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Amostragem casual

Conceitos

@ Os dados (amostra) resultam da observacdo de uma
caracteristica de interesse (populacdo).

@ A amostra é um subconjunto da populacdo obtido por um
processo devidamente controlado.

@ Modelo estatistico: corresponde a func3do de distribuic3o, F,
da variavel aleatéria, X, que representa a caracteristica de
interesse (em estudo) no universo.

@ O modelo estatistico tem que ser especificado a priori e pode
ser paramétrico ou nao paramétrico.
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Amostragem casual

Conceitos

@ O modelo estatistico paramétrico é geralmente definido por,
F={F(.|0): 6 € ©},

onde © é o espaco parametro. Isto significa que se conhece a
forma de F, desconhecendo-se apenas o verdadeiro valor do
parametro, isto é, o valor que indexa a func3do de distribuic3o.
@ A especificacao do modelo é uma fase essencial da inferéncia
estatistica e assenta geralmente nas seguintes caracteristicas:

e conhecimento do fenémeno em estudo

o resultado de estudos anteriores

e conhecimento da teoria das probabilidades
e tipo de amostragem
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Amostragem casual

Processo de amostragem

@ A recolha da amostra deve obedecer a determinados critérios,
existindo varios processos de amostragem.

@ O processo de amostragem mais conhecido, com o recurso a
métodos probabilisticos, é a amostragem casual simples.
@ Outros processos de amostragem:

e amostragem estratificada
e amostragem de conglomerados
e amostragem por etapas
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Amostragem casual

Amostragem Casual Simples

@ Numa amostra casual simples de dimens3o n, proveniente de
uma populacdo X, as n v.a's que constituem a amostra sao

independentes e identicamente distribuidas. Simbolicamente,
iid

Xiyeo s Xnp~ X
@ Distribuicdo conjunta da amostra: se o modelo é definido por
F ={F(.|0): 6 € ©} e a amostra é casual, X1,..., X, X,

tem-se,

FX1,...,X,,(X1a <.y Xn ’ 9) = H FX,-(Xi | 9)
i=1

n
=1[Fx16)
i=1



Amostragem casual

Amostragem Casual Simples: Exemplos

@ Se Xi,..., X, é uma amostra casual proveniente de uma
populagdo X ~ Po(\) tem-se,

P(X1 = x1, ..., Xp = xn) = oy Xn)

(Xl,.
ﬁ w_ A

HX,'!
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Amostragem casual

Amostragem Casual Simples: Exemplos

@ Se Xi,..., X, é uma amostra casual proveniente de uma
populacdo X ~ N(u,1) tem-se,

F(X0, -2 Xn) = ]‘[1 \/12? exp {—;(Xf - H)Q}

= (2m) " exp H >~ w2
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Estatisticas

Definicao

@ Estatistica: é uma qualquer funcdo da amostra que n3o
depende de pardmetros desconhecidos.

@ Exemplos: a amostra em si, a média amostral, a variancia
amostral, o maximo da amostra, etc.
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Distribuicdo por amostragem

Definicao

@ A distribuicdo por amostragem de uma estatistica,
T = T(Xy,...,Xp), corresponde a sua distribuicdo de
probabilidade, P[T(X1,...,X,) < t(x1,...,xn)] = P[T < t],
onde t é o valor observado da estatistica para uma amostra
concreta, x1,...,Xp.
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Distribuicdo por amostragem

@ Métodos para obter a distribuicdo por amostragem de uma
estatistica, T(X1,...,Xn):

e mudanca de variavel: se X é continua,

Fr(t|6) :/ [0l 0)dx ... dx,
At) =1

onde A(t) = {(x1,...,xn) : T(x1,...,xn) < t}
o funcdo geradora de momentos (ou funcdo caracteristica) de T
e propriedades conhecidas da distribuicdo de X
e aproximacdo pela distribuicdo assintdtica com o recurso ao
Teorema do Limite Central
e aproximacdo por simulacdo
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Distribuicdo por amostragem

Métodos: exemplos

Considere uma amostra casual (Xi, X3) de uma populacio, X, com
funcdo de distribuicdo F(x) e densidade f(x), com —oo < x < 0.
A estatistica T = X; 4+ X, tem func3o de distribuic3o,

Fr(t)=P(X1+Xo <t) / fx, (x1) fx, (x2) dxq dx2

x1+x<t

_ /_ :” { /_ :Xl f(xz)dXQ} F(xa)dsa

+o0
_ / F(t - x1)f(x1)dx

—0o0
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Distribuicdo por amostragem

Métodos: exemplos (cont)

ou, dado que X1 ~ X,
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Distribuicdo por amostragem

Métodos: exemplos (cont)

Considere uma amostra casual (X1, X2) de uma populagdo
exponencial com parametro 6, fx(x) = fe=%*. A estatistica
T = X1 + X5 tem funcdo densidade,

/ e (£ — X) i, () dx

_/ ee—e(t x)e —9de

/ 62e " dx

=0%te %, t>0
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Distribuicdo por amostragem

Métodos: exemplos (cont)

Seja Xi,..., X, uma amostra casual e T = Y7 ; X, a estatistica
de interesse.
e Seja (Xi,...,X,) uma amostra casual de uma populacio
X ~ Po(0). Sabendo que a soma de Poissons é uma Poisson,
temos que T ~ Po(nf).
@ Seja (Xi,...,X,) uma amostra casual de uma populacio
X ~ B(1,0). Sabendo que a soma de Bernoulli's é uma
Binomial, temos que T ~ B(n,0).

José Passos Amostragem e DistribuicGes por Amostragem



Simulacdo Monte Carlo

Definicao

@ A simulacdo Monte Carlo é um procedimento computacional
que nos permite aproximar a distribuicdo de probabilidade de
uma v.a. (estatistica)

@ Seja X ~ F. Para uma dimens3o da amostra fixa, n, gera-se
computacionalmente G amostras (x{,..., x5 ) com
g=1,...,G, apartir de F. Para cada amostra calcula-se o
valor da estatistica t& = T(x{,...,x§). Os G valores de t&
permitem-nos caracterizar a distribuicao da estatistica,

T(X1,...,Xn)
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Distribuicao dos momentos amostrais

Definicao
Seja (Xi,...,X,) uma amostra casual de dimens3o n proveniente
de uma populacdo X ~ F. Para k € N definem-se momentos
amostrais:
@ momento ordinario amostral de ordem k

P
M, ==Y X
i

@ momento central amostral de ordem k
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Distribuicao dos momentos amostrais

Definicao

Nota: n3o confundir os momentos amostrais com os momentos
populacionais e/ou os momentos da amostra
@ momentos populacionais de ordem k

i = E[XH]
e = E[(X = E(X))]

@ momentos da amostra de ordem k
n
/ 1
_ k
mk = — ZX,-
n“
i=1
1 P
mjy = — Z(X,' — )_()
ni=
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Distribuicao dos momentos amostrais

Propriedades da média amostral

Seja (Xi,...,X,) uma amostra casual de dimensdo n proveniente
de uma populacdo X ~ F, onde existem os momentos
populacionais u, 2, 13, (4. Prova-se o seguinte:

5 (X) = E[X] = E[X] = u

= . Var(X o2
p2(X) = Var[X] = 7( ) = —
n n
v K3
pa(X) = "3
o\ K5 | 4 —3p
:u4(X) 722 + n3 2
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Distribuicao dos momentos amostrais

Propriedades da média amostral

Notas:

@ Os resultados anteriores sdo validos qualquer que seja a
distribuicdo da populacao

o A distribuicio de X est4 centrada na média populacional, x

o limp_ooVar(X)=0
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Distribuicao dos momentos amostrais

Propriedades da varidncia amostral

Seja (X1, ...,X,) uma amostra casual de dimens&o n proveniente
de uma populacdo X ~ F, onde existem os momentos
populacionais p, o, i3, ft4. Prova-se o seguinte:

n—1
11 (S%) = E[$%] = TU2

2 2 2
Ha — W Ha 2u Ha 3u
2(52) Var[S2] 2 2 > 2 2 2
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Distribuicao dos momentos amostrais

Propriedades da variancia amostral corrigida

Como E(S?) < o2 trabalha-se em geral com a variancia amostral

corrigida,
n

n—1

que tem as seguintes propriedades,

5/2 — 52

15(52) = E[S?] = 0?

1 n—3
p2(8"%) = Var[S”] = P <M4 . 1#%)
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Distribuicao dos momentos amostrais

Distribuicao assintética da média amostral

., Xn) uma amostra casual de dimens3o n proveniente

Seja (Xl7

de uma populagdo X ~ F. Se existir Var(X) tem-se como
consequéncia do TLC, que a média amostral, X, tem distribuicao

assintética normal, _
X —
£ 2 N0,1)

o/
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Distribuicao dos momentos amostrais

Distribuicao assintética da média amostral

Notas:

@ Para n fixo, a distribuicdo normal é uma aproximac3o da
distribuicdo exacta de X

@ A qualidade desta aproximacdo depende da distribuicdo da
populacao

@ Populacdes com distribuices simétricas e unimodais
contribuem para que a aproximacao seja boa
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Estatisticas de Ordem

Definicao

e Seja (X1, Xa2,...,X,) uma amostra casual de dimens3o n.
Estas v.a.s dispostas por ordem crescente definem novas v.a.s,

X1y < Xy <+ < X

que se designam por estatisticas de ordem.

@ Ao contrério da amostra casual (iid) as estatisticas de ordem
ndo sdo independentes.
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Estatisticas de Ordem

Exemplos

@ menor e maior valores amostrais: X(;) = min{X;} e
X(n) = max{X,-}

e mediana amostral: Me = X((n41)/2) se n impar e
Me = [X(n/2) + X((n41)/2)]/2 s& n par

e amplitude amostral: R = X(,) — X(q)
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Estatisticas de Ordem

Distribuicao por amostragem das estatisticas de ordem

@ Vamos considerar apenas o caso continuo e para simplificar
fac;a—se (Yl, ey Yn) = (X(l), Ce ,X(n))

@ As estatisticas de ordem (Y7,...,Y,) tém funcdo densidade
conjunta,

n
glyvi,- . yn) = n!Hf(yi), para y1 <y» < --- < yp
i=1
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Estatisticas de Ordem

Distribuicao por amostragem das estatisticas de ordem

@ O conhecimento da funcdo densidade conjunta permite obter
a distribuicado marginal de qualquer estatistica de ordem.

@ A estatistica de ordem Y,, v=1,2,...,n, tem densidade
marginal,

n!
gv(y) = (v—111l(n—v)! X

[FO)IY ML = FO)I™ v F(y),

e distribuicdo marginal,

n

G(y) =) C) [FOPIL = F)I"™™.

Jj=v
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Estatisticas de Ordem

Distribuicao por amostragem das estatisticas de ordem

@ Se u < v, a densidade marginal conjunta de (Y, Y,) é dada

por,
n!
&l 2) = D —u = i =)
[FODI“HF(2) = FO ML = F(2)]" Y F(n)f(2),
para y < z.
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Estatisticas de Ordem

Distribuicao por amostragem das estatisticas de ordem

Casos particulares:

e func3do densidade e distribuicio do minimo, Y7, da amostra:

gily) = n[l = F()I" ' (y)
Gi(y)=1-[1-F()I"

@ funcado densidade e distribuicdo do méaximo, Y}, da amostra:

gn(z) = n[F(2)]""'f(2)
Gn(2) = [F(2)]"
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Estatisticas de Ordem

Distribuicao por amostragem das estatisticas de ordem

e funcdo densidade conjunta do minimo e maximo, (Y1, Y,):

gLa(y,2) = n(n = 1)[F(2) = F)]" 2 f(y)f(2), y < z
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Estatisticas de Ordem

Distribuicao por amostragem das estatisticas de ordem

Exemplo: considere uma amostra casual de dimens3o n de uma
populacdo com distribuicdo de Pareto, X ~ Pa(c,6),

) = 0 <C>0+17

C \ X

4
F(x)zl—(c> , x>c,c>0,0>0
X
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Estatisticas de Ordem

Distribuicao por amostragem das estatisticas de ordem

Exemplo (cont):

e func3o densidade do minimo,

@ funcdo densidade do méaximo,
9 ]
gn(z) = n’ ll - (C> ] (C)
z z z
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Estatisticas de Ordem

Distribuicao por amostragem das estatisticas de ordem

Exemplo: considere uma amostra casual de dimens3o n de uma
populacdo com distribuicdo exponencial, X ~ Ex(0),

f(x) = 0e >,
Fx)=1-e>* x>0,6>0

José Passos Amostragem e DistribuicGes por Amostragem



Estatisticas de Ordem

Distribuicao por amostragem das estatisticas de ordem

Exemplo (cont):

e funcdo distribuicdo do minimo,
Gi(y)=1—e""
@ funcdo distribuicdo do maximo,

Go(z) = (1 — e )"
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Estatisticas de Ordem

Distribuicao por amostragem das estatisticas de ordem

Quantis: dado um qualquer niimero 0 < p < 1, o p-ésimo quantil
de uma distribuicdo F(x) designa-se por (, e define-se como o
valor que satisfaz as desigualdades,

P(X<x)>p, P(X>x)>1—p

Casos particulares importantes sdo a mediana com p = 0.5 e os
quartis com p =s/4 com s =1,2,3

José Passos Amostragem e DistribuicGes por Amostragem



Estatisticas de Ordem

Distribuicao por amostragem das estatisticas de ordem

Considere uma amostra casual de dimens3o n de uma populacdo
com distribuicdo continua F. O quantil de ordem p da amostra,
Zp, tem distribuicdo assintética normal,

Zp —Gp a
VI (Gp) B A N(O.1)

onde ¢, é o quantil de ordem p da populagdo.
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Estatisticas de Ordem

Exemplo

Distribuicio da mediana de uma populacdo normal: X ~ N(u,c?).
Temos neste caso p = 0.5, Co.5 = 1, [(Co5) = (2mo?) /2 e

2n a
@(ZO.S - M) ~ N(Ov 1)
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Fungdo de distribuicdo empirica e funcionais estatisticas

Definicao

e A funcdo de distribuicdo empirica F,(x) é a funcdo de
distribuicdo cumulativa com massa 1/n em cada ponto x; com

i=1,...,n
. 1 1<
Fr(x) = —#li 1 < x} = — > oo (i)
i=1
onde,

1 sex; <x

/(—oo,x](xi) = 0 sexi>x
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Fungdo de distribuicdo empirica e funcionais estatisticas

Definicao

@ Nao confundir entre a func3o de distribuicio empirica definida
para uma particular amostra xi, ..., X, e a funcdo de
distribuicdo da amostra definida para as v.a's Xi,..., X;,

1 1<
Fa(x) = —##{i s Xi <x} = — D oo x(Xi)
i=1
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Fungdo de distribuicdo empirica e funcionais estatisticas

Definicao

o Considerando as estatisticas de ordem X(y),..., X, tem-se a
definicdo equivalente,

0 SEX<X(1)
Fa(x) =94 seXiy <x<Xip), i=1,...,n—1
1 sexZX(n)

@ Fp(x) é para cada x uma v.a., funcdo da amostra casual, e
portanto é uma estatistica; F,(x) é o correspondente valor
observado
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Fungdo de distribuicdo empirica e funcionais estatisticas

Propriedades

@ A expressdo P [Fp(x) =i/n] é a probabilidade de na amostra
casual de dimensdo n haver i variaveis inferiores ou iguais a x
e n — i variaveis superiores a x.

e Portanto, para cada x € R tem-se nF,(x) ~ B(n, F(x)),
P(Fn(x)=i/n) = 'I’ [FOI'[L = F()]™", i=0,...,n

com momentos,
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Fungdo de distribuicdo empirica e funcionais estatisticas

Propriedades

E[Fa(x)] = F(x)

Var[F,,(x)] — F(X)[]' — F(X)]
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Fungdo de distribuicdo empirica e funcionais estatisticas

Propriedades

Pela lei forte dos grandes niimeros, para cada x € R,
Fo(x) &5 F(x)
Pelo Teorema do Limite Central, para cada x € R,

Fa(x) = F(x)
F()[L = F(x)]

Vn 2 N(0,1)
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Fungdo de distribuicdo empirica e funcionais estatisticas

Funcionais estatisticas

Uma funcional estatistica T(F) é uma qualquer fungdo de F.
Exemplos:

e média: pu = [ xdF(x)
e variancia: 02 = [(x — u)?dF(x)
e mediana: m = F~1(1/2)
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Fungdo de distribuicdo empirica e funcionais estatisticas

Funcionais estatisticas

Definicdo: Estimador plug-in de § = T(F) defini-se como,

0= T(F)

Definicdo: T é um funcional linear se T(F) = [ r(x)dF(x) para
uma qualquer fun¢do r(x)
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Fungdo de distribuicdo empirica e funcionais estatisticas

Funcionais estatisticas

Definicdo: Estimador plug-in para um funcional linear
T(F) = [ r(x)dF(x) é dado por,

T(E) = / r(x)dF(x) =
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Fungdo de distribuicdo empirica e funcionais estatisticas

Funcionais estatisticas

Exemplos:
o média: u = T(F) = [ xdF(x). O estimador plug-in é
fi=T(Fo) = [xdFa(x) = X
e variancia: 02 = T(F) = Var(X) = [ x2dF(x) — ([ xdF(x))?.
O estimador plug-in é

52 = /x2d,f,,(x) - (/xdl—i,(x))2
:Iljznjxﬁ_ < ZX>2:,17 S (Xi — X)?
i=1 i=1
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Fungdo de distribuicdo empirica e funcionais estatisticas

Funcionais estatisticas

@ assimetria:

EI(X—p)®] _ [ = p)*dF(x)

K= =

3 - pRdF()PP

Para obter o estimador plug-in note que i = X e
62 = n 15X - fi)?

o S pPdFal) _ LS )

U= ppafipe —
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