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o Alguns dos modelos paramétricos estudados até aqui sao
casos particulares de uma classe mais geral de modelos
designada familia exponencial.

o Esta familia tem um conjunto de propriedades que sao
extremamente uteis.

Definicao: familia exponencial com um parametro

Dizemos que {f(z | #) : 0 € ©} é uma familia exponencial se
existem fungoes n(0), c¢(0), t(x) e h(z) tal que,

f(z [ 0) = h(z)c(8) exp {n(0)t(z)}

onde 6 € ©, {x: f(x|#) > 0} nao depende de 6, h(zx) > 0, t(x)
nao pode depender de 6, ¢(f) > 0 e n(#) nao pode depender de
x.
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Defini¢ao: familia exponencial com um ou mais parametros

Dizemos que {f(z | 6) : § € ©} é uma familia exponencial se
existem fungoes 7(0), ¢(0), t(z) e h(z) tal que,

f(z]0)=h(z exp{an }

onde z € x (que pode ser discreto ou continuo), § € O, o
suporte nao depende de 6, h(z) > 0, tj(z) sdo funcoes reais
dependentes apenas de z (nao podem depender de 6), ¢(6) > 0
e 1;(0) sao funcoes reais dependentes apenas de 6 (nao podem
depender de z).
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Notas:
e Se f(z | 0) é da familia exponencial o suporte,
{z: f(z | #) > 0}, ndo depende de 6;
o Esta familia tem como casos particulares a normal,

exponencial, gama, qui-quadrado, beta, binomial, Poisson,
geométrica, etc.;

o Para verificar se uma familia de fungoes densidade ou
funcoes probabilidade estd na familia exponencial, temos
que identificar as fungoes h(z), ¢(0), nj(6) e tj(z) e mostrar
que a familia se pode expressar na forma anterior;

o As k estatisticas t1,..., ; sdo suficientes.
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Se dim(0) = k diz-se que a familia exponencial é completa

Se dim(#) > k os parametros nao sao identificaveis

e o6 o

Se dim(f) < k diz-se que a familia exponencial é curvada

Numa familia exponencial curvada o estimador da maxima
verosimilhanca nao é estatistica suficiente pelo que a
inferéncia deve ser condicionada numa estatistica anciléria.

@ Qualquer familia paramétrica que seja suficientemente lisa
(smooth) pode ser aproximada localmente, em torno do
verdadeiro valor do pardmetro por uma familia exponencial
curvada.

José Passos Familia Exponencial



Exemplos:

o Distribuicao binomial:

falp) = (”) P(L—p)"
- (oo (55
_ (Z) (1 p)"exp {log (ﬁp) x} |
com k =1, h(w) = (), e(p) = (1= p)", m(p) = log (25 e

ti(z) = x.
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o Distribui¢do Poisson:

e 6

z!

f(z]0) =

1
= e % exp{xlogh}.
!

com k=1, h(z) = 1/z!, ¢(0) = e, m1(8) = logh e
ti(z) = x.
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o Distribuicdo Normal:

_ z— p)?
flz | m,0?) = (20?2 exp {—(2“)}
o
2
_ 2\—1/2 M M L 5
= (2ro?)~V exp{—w}exp{(ﬂx—wx }

com k =2, h(z) =1, c(p,0%) = (2m0?) /2 exp {_%}’
)

771(”70-2) = M/O-za 772(/1/70-2 = _1/(202)7 t(z)=uxe
to(z) = 22
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Teorema: momentos
Se X é v.a. com f.d.p. ou f.p. na familia exponencial, tem-se,

k o
7 (Z e @(X)) — 2 1oxe(0)

j=1
= 9n;(0) _ & = 9%n;(0)
Var (; ('9]91 tH(X) | = 892 log c(0) — E ; 8é12 t(X)

Nota: a vantagem deste resultado esta no facto de os
momentos poderem ser calculados com recurso a diferenciacao,

em vez de integragao.
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Exemplo: distribui¢ao binomial,

e Para calcular F(X), tem-se, do exemplo anterior,

Lon(p) = Lrog L = 1
dp" dp *T—p  p(1-p)
d n
—log ¢(p) = —nlog(l —p) = —
- log clp) = onlog(1—p) =~

donde se tira F(X) = np.

José Passos Familia Exponencial



Exemplo (cont.):

e Para calcular Var(X), tem-se,
d? 2p—1

)= p*(1 - p)?

d? n

R (0

e portanto,

1 __n g 21
var (p(l - p) X) e <p2(1 - p)2X>

donde se tira Var(X) = np(1 — p).
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Definicao: familia exponencial com parametrizagao natural

A familia exponencial é por vezes parametrizada do seguinte
modo,

f(z|n) = h(z)c*(n) exp antj

O conjunto

k
R= 00 = (i) [ b exp( myt(a))de < o0

designa-se espaco parametro natural da familia.
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Exemplo: distribui¢do binomial:

e Espago pardmetro: O ={p: 0<p<1}

e Espago pardmetro natural: X = {n; : —oco < < +o0}
onde m; = n1(p) = log %. Na parametrizacao natural
tem-se,

fa | m) = () (14 ™) exp {ma}
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Exemplo: distribui¢do normal:
e Espaco parametro:
@:{(M,JQ)Z —00 < p < 400, 0<02<+oo}
e Espaco parametro natural:

N={(n,m): —oco<m <400, —00 < ny <0} onde
m = p/o® en =—1/(20%)
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Coroléario:

Se X é v.a. com f.d.p. ou f.p. na familia exponencial com
pardmetro natural n; = n1(6), tem-se (para simplificar e sem
perda de generalidade vamos fazer k = 1 e dim(f) = 1),

B (4(X)) = ~ 7~ log c{m)
2
Var (4 (X)) = _ddn% log ¢(m)

Nota: a parametrizacdo natural simplifica o cdlculo dos
momentos da estatistica # (X).
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o Dada uma amostra casual de dimensao n, a f.d.p. ou f.p.
f(z1,...,z,), estd na familia exponencial se,

n k n
flar, .. @, | 0) = c(6)" (1:[ h(xz)) exp {Z n;(6) E T](xz)}

e Fazendo Tj(z) = > Tj(x;), as vaa’s T3(X), j=1,...,k
designam-se estatisticas naturais,

k
flay, ...,z | 0) = ¢( (Hh T; )GXP{ZUJ'(G)TJ'(?E)}

j=1
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Teorema: distribuicao conjunta de T;(X)

A distribuigao conjunta de T1(X),..., Tx(X) é da familia
exponencial com pardmetro natural n;(0), ..., n;(0)
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