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1. Descreva os processos Varidncia-Gama, inverso gaussiano normal e CGMY detalhadamente.
(2 valores)

2. (a) Enuncie a férmula de Lévy-Khintchine e descreva o triplo de caracteristicas associado as
distribuigoes infinitamente divisfveis mais comuns. (1,5 valores)

(b) Defina o que se entende por medida de Lévy e mostre que a condi¢do que tem que ser
verificada por uma medida de Lévy v é equivalente a condicao

lyl?
v (dy) < 0. 1,5 valores
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(c) Apresente e represente graficamente as medidas de Lévy associadas a um processo de
Poisson e a um Processo a-estavel com « # 2, respectivamente, e prove que satisfazem a condigao
de medida de Lévy. (1,5 valores).

3. (a) Defina o que se entende por subordinador Gaussiano inverso, explicitando a densidade
deste processo. Explique em que sentido este subordinador generaliza o subordinador de Lévy
e em que sentido pode ser interpretado como o "inverso" de um processo Gaussiano. (1,5
valores).

(b) Seja U(t) um processo com parametros «, 3 > 0 e tal que U(t) tem densidade
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Considerando a igualdade (ndo precisa de provar esta igualdade) exp (—ta log (1 + %)) =

exp (—t fooo (1—eu) aa:_le_ﬁmd:r), mostre que o processo U(t) é um subordinador e identi-

fique b, a medida A (dz) e o processo U. (2 valores)

4. (a) Determine a fungao caracteristica de um processo do tipo "jump-diffusion" compensado
N

do tipo L; = bt + cW; + zt:Zk — tAuz, onde as v.a. Z1,..., Zg,... sdo iid. e puy = B[Z]

(justifique os calculos). k:(12 valores)



(b) Considere o modelo de Kou: modelo associado ao processo "jump-diffusion" nao compen-
sado L em que as v.a. Z tém distribui¢do Exponencial Dupla DbExpo(p,n1,m2) com densidade

fz (x) = pme " X(zz0) + (1 — p) 12 X (2 <0)>

onde 0 < p<1,7m >1,m > 0. Especifique a fungao caracteristica de L1, determine o triplo de
caracteristicas do processo de Lévy e determine a média de L. (2 valores)

5. Considere um processo do tipo integral de Lévy Y.

(a) (i) Especifique quais as hipéteses e quais as condigoes suficientes e necessarias para que
Y seja uma martingala. (ii) Especifique quais as hipdteses e quais as condic¢oes suficientes
para que e¥ seja uma martingala. Deduza especificamente estas condi¢Ges para o caso em que

Y(t) = [JU(s)ds + [,V (s)dB (s), onde B ¢ um movimento Browniano standard. (2
valores)

(b) Prove que sob hipéteses adequadas, se Y é uma martingala entdo tem que verificar as
condigoes referidas na alinea (a) i). (2 valores)

6. Assuma que (hipétese) para um processo simples F' € S e sendo M uma martingala continua,
temos que o integral estocdstico fot Ji F (t,z) M (ds,dz) é um processo continuo para cada t €
[0, T7.

Considere agora um processo F' € Py, a medida com valores em martingalas M (¢, E) e o
integral estocéstico:

It(F):/Ot/EF(t,m)M(ds,dx).

Mostre que se M é uma martingala continua entdo o integral estocdstico I (F') também é um
processo continuo em [0, 7).

(Sugestao: Considere primeiro F' € Hy e aproxime F' por uma sucessao de processos simples.
Use a hipétese, a desigualdade de Chebyshev e a desigualdade de martingala de Doob)
(2 valores)



