Mestrados

Métodos Quantitativos para DEE

2018/2019

Leonor Santiago Pinto
Gab 506 Quelhas
Telef 213 925 845
Email: Ispinto@iseg.ulisboa.pt




Aulas Programacao Nao Linear.

Programacao Nao Linear.

STFA: exercicios no final da apresentacao
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1. Topicos de Investigacao Operacional

1. O Modelo de Programacao Linear

2. Dualidade e Analise de Sensibilidade
3. Problemas de Transportes e Afetacao
4. Programacao Linear Inteira

2. Teoria de Jogos
3. Programacao Multiobjetivo

4. Programacao nao Linear

1. Formulagao de problemas
2. Resolugdo grafica e pelo Solver/Excel.
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No Capitulo 1 vimos
Hipdteses fundamentais de PL:

H1) Proporcionalidade: a contribuicdo de cada atividade para o valor da fungéo objetivo,
bem como para o primeiro membro das restricoes, € proporcional ao nivel da
atividade

(a contribuicao de cada variavel para o valor da funcao objetivo, bem como para o
primeiro membro das restricoes, € proporcional ao valor da variavel)

H2) Aditividade: a contribuicdo de cada atividade para o valor da funcéo objetivo, bem
como para o primeiro membro das restricdes, é independente da contribuicdo das
restantes

H3) Divisibilidade: cada variavel pode tomar qualquer valor

H4) Certeza: todos os valores dos parametros sao conhecidos
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Em PL todas as fungdes envolvidas sao lineares.

Muitos problemas praticos correspondem a esse modelo,
mas outros nao.

Em Economia, a nao linearidade é a regra e nao a excecao
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preco de venda € funcao da quantidade procurada p — p(x)

Lucro P(x) = xp(x) — cx

Vérios produtos Y.7_; P;(x;) soma de fungdes nao lineares

o custo de transporte tem descontos de quantidade C;; — C;;(x;;)

Custo total f(x) = X2, X271 Cij(xi))

Selecao de carteiras
Rendimento esperado da carteira R(x) = X7, u;(x;);

Risco associado a carteira V(x) = YiZ; Y- 0,0;x;x;;
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max  z = f(x)

sq {gi(x) < b;, i=1,..,m
x=0

Obs: diferentes caracteristicas de f e g;
=>
diferentes tipos de problemas de PNL
=>

diferentes algoritmos de resolucéo

Obs: Para alguns destes problemas, mesmo a resolucao de pequenos problemas € muito dificil
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. Otimizacdo sem restricoes

. Optimizacdo com restricoes lineares
- Programagé&o Quadratica
( f.0. quadratica, restricoes lineares;
Bons algoritmos se max f concava ou min f convexa)

. Programacao Convexa
( max f(x) concava e todas g; (x) convexas )

. Programacao Separavel
( todas as funcdes sao separaveis,
fQ) = f1(x) + fo(xp) + -+ fr(x)
) 9:(x) = gi;(xq) + gir(xy) + - + gim(x,,)
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Problema
Max f(x)

com f(x) real de variavel real, diferenciavel e concava.

A condicao necessaria e suficiente para que maximo global ocorra x = x* €

df(x)
dx

= Qemx =x*
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PR ~ . . —_ . ~ d
Inicializacao: Selecionar ¢. Determinar x e x iniciais por inspe¢ao, com % >0e
d . ~ e +x
];ix) < 0, respetivamente. Solugao inicial x' = =—.

Iteracao:

)
1. calcular % em x =x' .

d , . —
2. Se ’;Ecx) > 0 tomar x = x' . Caso contrario, tomar x = x' .

+
3. Recalcular x' = %

Critério de paragem: se x — x < 2¢ fim. O novo x’ esta na vizinhanca ¢ de x*.

Caso contrario voltar a 1.



f(x) =12x — 3x* — 2x°

~100 L

~150 -

iteracao
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f(x) =12x — 3x* — 2x°

fl(x) = 12 — 12x3 — 12x5 = 12(1 — x3 — x5)

f"(x) = —12(3x% + 5x*) < 0 cdncava

£'(0) =12; f'(2) = —152;¢ = 0,01

df (x) stop

x

dx novo x’ f(x) £=001
1 7 2

O O Ix
= N R

-12




f(x) =12x — 3x* — 2x°
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A
iteracdo

B
df(x)
dx

=12*(1-E33-E345)
=12%(1-EA"3-E4AS5)
=12*(1-E53-E545)
=12%(1-E63-E6AS)
=12*(1-E73-E745)
=12%(1-E8"3-E8AS)
=12*(1-E93-E945)

0
=IF(BA>=0;E3;C3)
=IF(B5>=0;E4;C4)
=IF(B6>=0;E5;C5)
=IF(B7>=0;E6;C6)
=IF(B8>=0;E7;C7)
=IF(B9>=0;E8;C8)
=IF(B10>=0;E9;C9)

|

2
=IF{B4<0;E3;D3)
=IF(B5<0;E4;D4)
=IF(B6<0;E5;D5)
=IF(B7<0;E6;D6)
=IF{B8<0;E7;D7)
=IF(B9<0;ES; D8)
=IF(B10<0;E9;D3)

novo X

=(C3+D3)/2
=(C4+D4)/2
=(C5+D5)/2
=(C6+D6)/2
=(C7+D7)/2
=(C8+D8)/2
=(C9+D9)/2
=(C10+D10)/2

F G
flx") stop
=001
=13*E3-3*E3M-2*-E3I=D3-C3
=12*EA-3¥EAM-2*-E4 =D4-C4
=13*E5-3*E5"4-2*-EZ =D53-C5
=12*E6-3*E6"4-2*-EE =DB-CH
=12*E7-3*E7M-2*-E7 =D7-C7
=12*EB-3*EB"4-2*-EE=DB-C8
=12*E9-3*E94-2*-E€ =09-C9
=12*E10-3*E10"4-2*- =D10-C10
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e f(x) =12x — 3x* — 2x°

| fl(x) =12 —12x% — 12x> = 12(1 — x® — x°)
T f"(x) = —12(3x% + 5x*) < 0 cdncava

, £1(0) = 12; f'(2) = —152; £ = 0,01

05 ] 15 20

; iteracao stop
o X df (x) X % novo x’ f(x) ¢€=001
ml 0  dx 0 2 1 7 2

1 -12 0 1 0,5 5,781 1,000
o 2 10,13 0,5 1 0,75 7,695 0,500
—u0 3 4,09 0,750 1 0,875 7,844 0,250

; 4 -2,19 0,750 0,875 0,813 7,867 0,125

5 1,31 0,813 0,875 0,844 7,883 0,063
6 -0,34 0,813 0,844 0,828 7,882 0,031
7 0,51 0,828 0,844 0,836 7,884 0,016
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A B C D E F G H I J K L M
1 F
¥ X fx Solver Parameters ﬁ
““““ 'l
3 0,83762 17,883946 )
4 —
Set Objective: %

5

6 To: @ Max ) Min ) Value Of: 0

7

- By Changing Variable Cells:

5883

— E 3 %k %k i ints:
_12 B3_3 B3/\4_2 B3/\6 Subject to the Constraints:

3B g Add

13

:

5

16

17

-

20

71 [] Make Unconstrained Variables Mon-JNegative

22 Select a Solving Method: GR.G Monlinear E

23

24 Solving Method

75 Select the GRG Monlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear. Select the LP Simplex

engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver problems that are

26 non-smooth.

27

28

5 ——

30

31

32
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Problema

Max f(xq,%x5, .., Xp)
com f(x) é diferenciavel e concava.
X=X1,X3, ..., X

A condicao necessaria e suficiente para que maximo global ocorra x = x* é

af(xl,xz,...,xn)
axj

=0 paraj=12,..,n.

_(0f(x) of(x)  Of(x)
Vi) _( 0x;  0x, ' 0xy )

VF(x') = (6f(x’) af (x1) af (x1)

ox.  ox, ' o ) no ponto x = x
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Inicializacao: Selecionar €. Determinar solucéo inicial x'.
Iteracao:

1. Escrever f(x" + tVf(x")).

2. Determinar t = t*, que resolve rgagcf(x’ +tVf(x"))
3. Tomarx’' =x" +t*Vf(x").

Critério de paragem:

af(x')
axj

Calcular Vf(x") se ‘ ‘ <egparaj=12..,nfim. Onovox' éa

aproximacao desejada de x*.

Caso contrario voltar a 1.



Instituto Superior de Economia e Gestao
f(x) — 2x1 xz + 2x2 _ xl 2 _ 2x2 2 UNIVERSIDADE TECNICA DE LISEDA

Vf(x) = (ZXZ—le ,2x1+2—4x2 )

H= [_2 2 ] H, =-2; H, =4 Def negativa, funcdo céncava

Duas iteracdes do algoritmo gradiente

iteracao x' Vi(x") x"+tVf(x") fx' +tVf(x") t* x' +t'Vf(x")
1 (0,00 (0,2) (0,2t) 4t-8t"2 1/4 (0,1/2)
2 (0,1/2) (1,0) (t,1/2) t-tA2+1/2 1/2 (1/2,1/2)
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v n
il E
2 f(x1,x2) Solver Parameters M
0999993 1 1
Set Objective: B
To i@ Max i Min i) value Of: H':' |
By Changing Variable Cells:
|$8$3:5C$3 |
Subject to the Constraints:
- &.dd
Change
Delete
Reset All
- Load/Save
[] Make Unconstrained Variables Non-Hegative
Select a Solving Method: E_GI-‘-'.G Monlinear IEI Options

1 Solving Method

non-smooth.

Select the GRG Monlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear. Select the LP Simplex
enagine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver problems that are
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Max f(x,y) = —(x + 2)?>—(y + 2)?

Vi(e,y) =[-2(x+2), —2(y +2)]

—2

H=[O

_02] def negativa funcao céncava

Vf = (0,0) é condicao necessaria e suficiente

de maximo global.

—2(x+2)=0|(x = -2 ~
{—2(y+2) = 0{y= _o f(=2,-2)=0
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Max f(x,y) = —(x + 2)?>—(y + 2)?

say=1
To s I I

Max f(x) = —(x + 2)*—(1 + 2)?

-E0
af
—=-2x+2
= (x+2)
4 _ _2 < 0funcdo cd oy
5= < 0 funcao cOncava i
df - . i ici I
— = 0 € condicao necessaria e suficiente 150

de maximo global.

x=-2 _
{y= f(=2,1)=-9




Instituto Superior de Economia e Gestao

Com restricoes de igualdade - Lagrangeana R

Max f(x,y) = —(x + 2)?>—(y + 2)?

say=1

Let,yw)=-(x+2°-@+2)°—uly -1

oL
—=-2(x+2)=0

0x

oL _ 2y +2) =0
ay_ Y “=
aL_( D=0

ou Y B
Condicoes...

X =—2

u=-6 f(-21)=-9
y=1
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Max f(x,y) = —(x + 2)2—(y + 2)? Condigoes ( :;8‘/ ::'_ ;g 2 g
saxy 20 U <Ly = 05220 ~2(x+2)x =0
—2(y+2)y=0
VF(xy) = [=2(x +2), = 2(y +2)] 3y <0G,y =0y =0 k ;iﬁ
—2(x+2)<0 | —2(y+2)<0 x=0 y=0
x=0ey=0 —4 —4 0 0
x=0e-2(y+2)=0 —4 0 0 —2
y=0e—-2(x+2)=0 0 —4 —2 0
—2(x+2)=0e 0 0 —2 —2
—2(y+2)=0
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max z = f(x)

s.a {gl(X) < bi' [ = 1, e, M
x=0

Teorema:
Se as funcoes f(x) e g;(x) parai =1, ..., m sao diferenciaveis e satisfazem certas condicoes de
regularidade. Entdo x* = (x*;,x",, ..., x*,,) € uma solucao 6tima para o problema de programacao nao

linear sse existem m nimeros (uq, u,, ..., U,,) a satisfazer as condicoes KKT:

OF (xxy—ym . 09 P —
1‘axj (x*) = 2ty ox; <0 j=12,..,n
2. x; (axj (x*) =Xt u; ox, (x )) =0 j=12,..,n
3. gl-(x*) — bi <0 | = 1,2, -
4.ui(gl-(x*) — bl) =0 i=12,....,m
5.x 20 j=12,...,n 6.u; =20 i=12,...m
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Problema Cond necessarias Suficientes se:

Uma variavel sem restricdes af ; f(x) cdncava
dx
Varias varidveis sem restricdes d Xx) cOncava
: L S A C
Sé restricdes de ndo negatividade of -0 f(x) céncava
ax] -
of
— x; =0:
6xJ J
j=12,...,n
Problema genérico KKT f(x) concava

g;(x) convexasi =1,2,...,m
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Max z = 10x; — x1%+ 6xy — X2

X1 < 4
< 3 2x, < 12
“13x; + 2x, < 18
xX1,%X3 =0

Resolucao grafica

0 Solver s6 garante obter a s.0. se max f.0. cOncava ou min f.0. convexa,




(5,0)

Max z = 10x; — x{%+ 6x5 — x5°

X1 < 4
ta Z.X'Z < 12
“13x; + 2x, < 18
x]_; x2 2 0
z =34
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_ 2 2
Max z = 10x; — x1“+ 6x, — X5
X1 < 4
5.3 ZXZ < 12
“13x; + 2x, < 18
M3 - Jx | =13¥Be+)3*Ce+K3I*BE*BA+LI*CR*Ch
A B C D E F G H 1 i K L | M |
1
2 x1 X2 total Fo x1 ®2 ®x1n2 ®and
3| 1 4 < 4 10 6 -1 -1 22|
a 2 B = 12
5 3 2 18 = 18
B 4 3
7
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Pretende-se determinar a percentagem a investir em cada um de 3 titulos de
modo a minimizar o risco da carteira considerando-se como ganho minimo
aceitavel 18% do investimento total. A informacao sobre os titulos encontra-

se nas tabelas seguintes:

Ganho Risco Par de Risco conjunto
Titulo | esperado | (desvio padr&o) Titulos |  (covariancia)
1 21% 25% 1e?2 0,04
2 30% 45% 1ed -0,005
3 8% 9% 2ed -0,01




UNIVERSIDADE TECNICA DE LISEOA

Instituto Superior de Economia e Gestao a

S; = % do investimento dedicada ao titulo j, j =1,2,3

minZ = (0.255;)2 + (0.455,)2 + (0.0555)% + 2 x 0,045,S, — 2 * 0,0055, S5 — 2 * 0,01S,.5;

215, + 308, + 8S; > 18
S.a Sl+Sz+S3=1
S51,52,5; =0

H8 - Je | =B8*B8*BS*B5S+CE*C8*C5*C5+DE*D*D5*Do+2*ES*BS*Co+2*FE*BO*DO+2¥GE*C5*D5
A B C D E F G H | J K

1

2 51 52 53 total

3 21 30 8 18 z 18

4 1 1 1 1 = 1

3 0,401955 0,217027 0,381018

b

7 5112 5212 53n2 5152 5153 5253 total

g Fo 0,25 0,45 0,05 0,04 -0,005 -0,01 | 0,023792 !

9
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Ex.12.2.9. Considere o problema

max Z=Xx1+Xx
2 2
(PNL) {xl +x,2<1
Verifique que se trata de um problema de programacao convexa.

Ex. 12.6.5. Considere o problema

max z=In(x; +1) — x,2
(PNL) {xl +2x, <3
s.a
X1, Xy =0

a) Averigue se se trata de um problema de programacao convexa.

b) Se o resolver com o Solver, a solugao obtida é garantidamente étima? Em caso afirmativo,

resolva-o com o Solver.

c) Escreva as condicoes de KKT.



